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Introduccion

Un problema actual en astronomia es saber cudl es la relacién entre
la morfologia de una galaxia y sus propiedades fisicas observables. Es
decir, encontrar las cualidades fisicas que definen o determinan la forma
geométrica de las galaxias, aspecto que todavia es usual hacer mediante
una clasificacion morfologica visual en el contexto actual de bases de
datos complejas.

El contar con herramientas estadisticas, matemédticas y compu-
tacionales modernas permite analizar y clasificar nuevas galaxias sin
necesidad de recurrir a realizar observaciones visuales para cada una de
ellas. Esto implica un ahorro significativo de tiempo asi como precisar
la metodologia con la cual se clasifican las galaxias.

El objetivo de este trabajo es proponer un enfoque del andlisis
topoldgico datos (ATD) y el aprendizaje estadistico para la clasificacion
de galaxias de acuerdo a su brillo en diferentes ondas del espectro
electromagnético.

La base de datos analizada en este trabajo es de reciente creacion;
la cual resulta de una combinaciéon de los catalogos SDSS, FIRST y
NVSS [36, 37, 38]. Fue compilada por Amy Kimball y Zeljko Ivezié
2, 5], del Observatorio Radioastronémico Nacional, en Socorro, Nuevo
México, iniciando en 2008 y actualizado en el 2018. Para cada una de
las observaciones (galaxias) se tiene un total de 9 mediciones fisicas,
correspondientes a los brillos en radio y algunas bandas de colores
provenientes de su espectro 6ptico. Cabe destacar que esta base de
datos contiene méas mediciones para cada una de las galaxias pero en
este trabajo nos restringimos al uso de 9 de ellas. Se tiene un total de
medio millén de observaciones de las cuales 1058 ya fueron clasificadas
visualmente [5]. Es este trabajo proponemos una metodologia para
clasificar galaxias la cudl se contrasta con los resultados obtenidos de
manera visual.

Como es usual, es primero necesario limpiar y adecuar esta base de
datos para contar con una nube de puntos para su estudio. Se elimi-
naron y estimaron datos faltantes y se transformaron algunas de las
mediciones para que todas estuviesen en las mismas unidades fisicas.
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Asimismo, se procedié a realizar un analisis exploratorio de los datos
mediante una triangulaciéon via complejos simpliciales, con el objetivo
de indagar sobre la topologia de la nube de puntos. Se observé que
la forma de los datos no presentaba grupos de homologia de dimen-
sion mayor que cero, es decir, solamente se observaron componentes
conexas y no una estructura topoldgica méas compleja.

En el marco del andlisis topoldogico de datos y el aprendizaje es-
tadistico, el problema de clasificacion corresponde al de encontrar el
nimero de componentes conexas de una nube de puntos — la dimen-
sién (Bp) del grupo de homologia cero.

Se empled el algoritmo Mapper para realizar un analisis de la es-
tructura topologica de los datos. Este algoritmo presenta ventajas con
respecto a otros métodos como el ser muy rapido, eficiente en el uso
de memoria de computo y, bajo las condiciones adecuadas a describir-
se mas adelante, capaz de resumir informacion topoldgica de la nube
de puntos bajo estudio [1, 28, 42]. Otro motivo por el cual se decidié
utilizar Mapper se debe a su cémoda implementacién que nos permitié
realizar una modificaciéon del mismo el cual nos permite mantener un
registro de la ubicacion exacta de todas las galaxias en las diferentes
componentes conexas.

Uno de los requerimientos para el uso del algoritmo Mapper es la
eleccién de una funcion que ayude a discriminar entre las diferentes
observaciones, llamada funcién de filtro. Esta eleccién no es automaéti-
ca y representa un reto — y arte — en el uso apropiado de Mapper de
acuerdo a la naturaleza del problema. Una parte importante de este
trabajo fue inspeccionar y analizar una variedad de funciones de filtro
para discriminar entre las galaxias desde diferentes dngulos. Con es-
tos andlisis se obtenian varias componentes conexas de las cuales fue
comin que una de ellas fuese significativamente mas grande que las
deméds. Al analizar con mas detenimiento dicha componente se pudo
observar que habian dos tipos de galaxias que se localizaban en diferen-
tes extremos de la componente mayor, lo cual nos da como informacion
que estos grupos son esencialmente distintos.

Debido a lo anterior, optamos por emplear un algoritmo de re-
duccion de dimensién con el objetivo de visualizar los datos asi como
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su estructura y forma. Se optd por el algoritmo t-stochastic neighbor
embedding (t-SNE), el cual es no lineal, que por la complejidad de
nuestro datos, brinda una mejor separacién entre los diferentes tipos
de radio galaxias. El Analisis de Componentes Principales — el cuél
es un algoritmo de reducciéon de dimencionalidad lineal — no brindé
una separacion clara de ellos.

Existen otras métodos para clasificar galaxias de manera automati-
ca. Entre los maés exitosos se encuentran las redes neuronales y el apren-
dizaje profundo (deep learning) [15]. La ventaja que ofrece t-SNE con
respecto a estos otros métodos es que éste nos da un valor numérico
que esta relacionado, de alguna manera, con las caracteristicas fisicas
observables de las galaxias, lo cual resulta en una buena funciéon de
filtro para el problema bajo estudio.

Dos conclusiones importantes de nuestro trabajo son las siguien-
tes. La primera, con la metodologia propuesta se pudieron clasificar
de manera clara y utilizando unicamente propiedades fisicas dos de
los seis tipos de radio galaxias existentes catalogadas por su morfo-
logia visual. Estos dos tipos, corresponden a los que tienen el mayor
nimero de observaciones, se subdividen a su vez en dos grupos cada
uno. La segunda, la cual corresponde a una conclusién metodologica,
es que nuestra propuesta es eficiente en el uso de memoria y tiempo de
calculos, debido a que ambos, Mapper y t-SNE, lo son.

Existen varias implementaciones libres de estos algoritmos. Noso-
tros trabajaremos con las versiones hechas para R por nuestra mayor
familiaridad con el lenguaje. Empleamos la version de Mapper dispo-
nible en la libreria TDAmapper elaborada por Paul Pearson profesor del
Hope College [12]. Para t-SNE, se empleé el c6digo creado por el autor
original del algoritmo [30] el cual se encuentra disponible en la libreria
Rtsne.

Este trabajo consta de 5 capitulos. El Capitulo 1 presenta elemen-
tos de astronomia en el contexto de datos complejos. Se mencionan
algunas de las herramientas estadisticas que se utilizan actualmente y
como el analisis topoldgico de datos se ha empleado en otros proble-
mas astronomicos como el estudio de la geometria de la red césmica de
galaxias [16, 17]. También realizamos una breve descripcién sobre las
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diferentes maneras con las cuales los astrénomos clasifican y catalogan
las galaxias.

El Capitulo 2 describe la teoria relacionada con la topologia compu-
tacional. Se presentan de manera breve los conceptos de complejos y
homologia simplicial al igual que las nociones basicas de homologia
persistente. Asimismo, se mencionan los cédigos de barras, la cual es
una herramienta valiosa que nos muestra, de manera cualitativa, in-
formacion sobre los grupos de homologia persistente encontrados en la
estructura subyacente de los datos.

El Capitulo 3 da una descripcién detallada y rigurosa del algo-
ritmo Mapper. Mostramos la construcciéon topoldgica del mismo y su
implementacion en la practica. Se hace énfasis en la importancia de la
eleccién de la funcion de filtro y la cubierta abierta que se escoge, asi
como algunas sugerencias de como se pueden escoger estos parametros.
También se hace mencion sobre algunas de las ventajas y desventajas
que presenta este algoritmo.

En el Capitulo 4 se hace una descripciéon matematica del algoritmo
de reduccién de dimension t-SNE. Mostramos la modelacién del pro-
blema de reduccién de dimension desde un punto de vista probabilista.
En particular, se enfatiza el que t-SNE emplea una distribucién nor-
mal para los puntos de dimensién alta y una distribucion t-student de
colas pesadas para los puntos de dimensién baja. Se explica la razén de
utilizar una distribucion con colas pesadas y la eleccién de la t-student.

El Capitulo 5 hace una descripcion de la base de datos empleada y
su analisis en base a la metodologia propuesta. Detallamos el trabajo
de la limpieza de los datos, cambios de magnitudes y de escalas, i.e.,
como adecuamos los datos para poder trabajar con ellos. Mostramos
los resultados de las exploraciones preliminares realizadas asi como
los resultamos obtenidos mediante el algoritmo t-SNE y los resiimenes
topoldgicos que nos brinda Mapper.
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Capitulo 1

Analisis estadistico de datos
en astronomia

1.1. Introduccion

Varias ciencias naturales estdn experimentando el fenémeno de big
data, v la astronomia es uno de los principales participantes de este
fenémeno. Los telescopios modernos son capaces de producir teraby-
tes de datos en cada observacion, y las simulaciones requeridas para
modelar el universo observable empuja a las computadoras a sus limi-
tes. Con el objetivo de extraer informacién importante de estos datos,
los cientificos necesitan ser capaces de pensar de forma computacional.
Este capitulo tiene como propdsito resumir brevemente algunas de las
herramientas del aprendizaje estadistico empleadas actualmente en la
interpretacion y analisis de datos, asimismo mencionar una aplicacion
del analisis topoldgico de datos hecha en astronomia [16, 17]. Expon-
dremos y motivaremos por la pregunta en la cual se basa este trabajo
de tesis.

Con el pasar del Siglo XXI, se ha llevado a cabo un cambio en la
manera de realizar investigacion en astronomia. En la actualidad, la
investigacion esta basada en el andlisis estadistico y geométrico de los
datos recolectados por los telescopios. El proceso se puede describir, a
grandes rasgos, de la siguiente manera: se recolectan datos mediante
observaciones — ya sea en la forma de imagenes, mediciones de inten-
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sidad de luz, brillo, etc — de una sector especifico del cielo. Luego, el
astronomo se encarga de analizar los datos mediante técnicas estadisti-
cas y computacionales, asi como su conocimiento de fisica e intuicion,
la geometria y evolucién del universo.

Se han logrado muchos avances en esta nueva era de la astronomia
con el analisis comprensivo de las base de datos. Entre algunos de los
progresos logrados esta el entendimiento de la formacién y evolucion
del universo [27].

Hoy en dia, existen una gran cantidad de catalogos los cuales fueron
recabados utilizando datos de diferentes bandas del espectro de la luz,
los cuales van desde los rayos-y, rayos-X, ultravioleta (UV), éptico,
infrarrojo hasta las ondas de radio. En este trabajo utilizaremos una
base de datos que combina, mediante la técnica de cross-matching, da-
tos en 6ptico y radio [5]. En el capitulo 5 detallaremos y describiremos
las mediciones que vamos a emplear, asi como su analisis.

Como ejemplo de los datos en astronomia, en las imagenes en [1-1]
se muestra en la parte superior una representacién de distribucion de
objetos en el WISE Galaxy Catalog y en la parte inferior una imagen
de la distribucion de las fuentes del catdlogo NVSS, el cual muestra
fuentes con densidad de flujo en un rango superior a los 2.5 mJy. Parte
de los datos a trabajar provienen de este ultimo catélogo.
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Figura 1-1

Distribucién de galaxias en diferentes catdlogos, [24] y [25]. Los
colores representan la densidad de galaxias en la béveda celeste.
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1.2. Mineria de datos en astroestadistica

Con el objetivo de aprovechar y afrontar los obstaculos que estos
datos masivos nos ofrecen, han nacido nuevas disciplinas como lo son la
astroestadistica asi como la astroinformética. Estas ramas del conoci-
miento, altamente multidisciplinarias, buscan afrontar los problemas al
con trabajar con bases de datos inmensas con el objetivo de encontrar
patrones y explicaciones que yacen dentro de ellos.

Un paso importante cuando se esta trabajando con datos reales
es transformarlos de tal manera que puedan ser empleadas las herra-
mientas ya conocidas para su analisis; ya que en muchas ocasiones estos
vienen en la forma de imagenes, texto o binarios. La mineria de datos
en astronomia nos ayuda a encontrar las relaciones fisicas y matemaéti-
cas en las diferentes poblaciones, al igual que ajustar y verificar las
hipdtesis de los modelos fisicos que se aplican sobre ellos.

Entre algunas de las tareas que la mineria de datos aborda esté la
clasificacion, resumen, regresion, asociacion, agrupamiento y deteccion
de datos atipicos o anomalias (también llamados outliers por su nombre
en inglés).

Ademas de las herramientas ya desarrolladas en el andlisis de datos,
surge en matematicas una nueva llamada andlisis topologico de datos.
Este combina herramientas de la topologia algebraica, ciencias de la
computacién, probabilidad y estadistica para el estudio de los invarian-
tes topoldgicos, bajo transformaciones homotépicas, de la estructura
subyacente en los datos.

1.3. Algunas herramientas estadisticas em-

pleadas en astronomia

En astronomia se emplean varias herramientas pertenecientes al
area de aprendizaje estadistico. Entre algunas de las tareas y herra-
mientas se encuentran las siguientes:
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» Clasificacion.
Redes Neuronales, méquina de soporte vectorial (SVM), arboles
de decision, K-vecinos mas cercanos y random forests.

= Regresion.
Redes Neuronales, Support Vector Regression (SVR), arboles de
decision, random forests, regresion k-vecinos mas cercanos, kernel
de regresion, regresion con componentes principales.

= Agrupamiento.
Anélisis de componentes principales, K-medias, agrupamiento
jerarquicos, modelos con mezclas Gausianas.

Las redes neuronales y el aprendizaje profundo (deep learning)
estan sido cada vez mas empleadas en astronomia. En un estudio rea-
lizado por Marc Huertas-Company [15], astrénomo del observatorio de
Paris, se utilizan técnicas de aprendizaje profundo para la identifica-
cion de galaxias en sus diferentes etapas de formacién. Dicho trabajo
ha resultado muy exitoso y se estan realizando mas investigaciones
para tratar de mejorar los resultados obtenidos.

Observacién 1.1. Cabe resaltar que en dicho estudio se utilizan es-
tas técnicas como cajas negras ya que no se sabe con exactitud qué
elementos utiliza el algoritmo para dar su respuesta. Por otro lado,
matemdticamente, no se entiende de manera exacta por qué las redes
neuronales y el aprendizaje profundo son tan efectivos.

1.3.1. Analisis topoloégico de datos

Entre las herramientas mas novedosas utilizadas para el estudio de
datos astronémicos se encuentran las provenientes del andalisis topologi-
co de datos ATD. Estas técnicas han sido empleadas para estudiar la
geometria de la llamada red cdsmica de galaxias. Algunos de estos tra-
bajos pueden ser consultados en [16] y [17]. En la figura [1-2] vemos un
ejemplo de a-complejos que se utilizan para hacer una representacion
de la red césmica, en donde cada punto negro representa una galaxia.



6 1 Ana&lisis estadistico de datos en astronomia

Figura 1-2: Presentacién de la red cosmica de galaxias mediante los
a-complejos [26]

También se pueden hacer otras conexiones de acuerdo a ciertos crite-
rios predeterminados por el usuario (entre algunos de ellos tenemos:
tamano, distancia al vecino més cercano, forma, etc).

En este trabajo se utilizard una combinacién de técnicas provenien-
tes del aprendizaje estadistico y analisis topoldgico de datos. Nuestro
enfoque y problema estudiado son distintos a los trabajos descritos
arriba. Nosotros nos enfocaremos en un problema de clasificacién y no
al estudio geométrico de la distribucién de galaxias en el espacio.

1.4. Tipos de clasificaciones de galaxias y
radio galaxias

Entre los diferentes tipos de clasificaciones podemos resaltar aque-
llas basadas en la morfologia. Entre las mas famosas esta la definida
por Edwin Hubble, mejor conocida como el esquema de Hubble o el
diagrama de diapason, la cual fue desarrollada en 1936 [10]. En es-
ta clasificacion las galaxias son catalogadas como: elipticas, espirales,
leticulares, espirales barradas, espirales intermedias e irregulares.
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Figura 1-3: Galaxias observadas por el telescopio Hubble
(Hubble Ultra Deep Field 2014 [40])

En la figura [1-3] podemos ver imagenes reales tomadas por el
telescopio Hubble en donde podemos observar diferentes galaxias y su
respectiva morfologia.

Otra forma de hacer la clasificacién de las galaxias es de acuerdo a
la intensidad de luz (brillo) que estas emiten en diferentes bandas. Asi,
podemos clasificar las galaxias cercanas a la nuestra de acuerdo a que
tanto brillan con respecto a las otras. El brillo que emiten las galaxias
abarca todo el espectro electromagnético, en particular, nuestro interés
es estudiar el brillo de las galaxias tanto en el espectro 6ptico como en
el de radio. Los objetos con los cuales vamos a trabajar son llamados
radio galaxias y se definen a continuacion.

Definiciéon 1.2. Una Radio Galaxia es una galaxia activa que es muy
luminosa en ondas de radio, con luminosidades de hasta 103 W.

Geométricamente, la estructura a gran escala mas comun de las
radio galaxias son los denominados lobulos: son estructuras dobles,
aproximadamente elipsoidales y a veces simétricas situadas en cada
lado del nicleo activo. El nticleo de las fuentes de radio estd localizado
dentro del objeto visible en éptico, ya sea una galaxia o un quasar. El
tamano de estas fuentes de radio va desde los pocos parsec hasta unos
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BENDING SEQUENCE

4 IC708 5 3C 8318 6 IC 310

Figura 1-4: Morfologia de radio galaxias. Normalmente la galaxia
optica se encuentra en el centro o dentro del componente mas brillante
(como en el caso 6) [32]

cuantos Mpc (1pc = 3 x 10"3km). Las fuentes de radio mds pequenas
son conocidas como fuentes radio compactas y las mas grandes son
llamadas fuentes de radio gigantes. En la Figura [1-4] podemos ver la
morfologia algunas de estas radio galaxias.

Sabemos que la cantidad de l6bulos que podemos observar puede
depender del angulo con el cual éstas son observadas desde la Tie-
rra. Pero ésto no es algo que nos interese por el momento; lo que nos
importa es el flujo total y los tamanos observados.

1.5. EIl problema astronémico
Actualmente en astronomia, una pregunta de interés es la siguiente:

¢ Cudl es la relacion entre las mediciones fisicas y la morfologia de las
galazxias?

Nuestro objetivo consiste en abordar esta pregunta mediante he-
rramientas del andlisis topologico de datos y el aprendizaje estadistico.
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Para ello, vamos a trabajar con una base de datos que contiene el flujo
en radio de muchas radio galaxias, datos fotométricos y espectrales en
optico, asi como las distancias para cada una de ellas.

Como primer paso, antes de tratar de dar respuesta a la pregunta
anterior, nos preguntamos:

¢ Es posible encontrar una combinacion de variables, basada en las
propiedades fisicas observables, capaz de reproducir la clasificacion
morfologica conocida de las galaxias?

En otras palabras, se quiere una manera precisa de automatizar
el proceso de clasificacién; un método capaz de clasificar galaxias sin
necesidad de recurrir a la clasificacion visual, pero si utilizando propie-
dades fisicas medibles. Cabe recalcar que en este trabajo no haremos
uso de las imagenes mas si las propiedades fisicas de cada galaxias.

En los capitulos 2, 3 y 4 vamos a desarrollar la teoria matemaética
y computacional necesaria para este trabajo de tesis. En el capitulo 5,
vamos a mostrar los resultamos obtenidos y el avance que se obtuvo
en la resolucion de la pregunta planteada en este capitulo.






Capitulo 2

Topologia computacional

2.1. Introduccion

La disciplina de topologia computacional tiene una historia relativa-
mente corta en comparacion con otras ramas de las matematicas como
lo es el andlisis, el dlgebra y la geometria. La primera publicacion,
relacionada con el drea, fue hecha por Robins [19] en el afio 1998 y
luego, de manera independiente, fue definida la nocién de homologia
persistente por Edelsbrunner, Letscher y Zomorodian [20] en 2002.

La topologia computacional es el estudio, mediante el uso de algorit-
mos, de las propiedades topologicas subyacentes en espacios discretos.
Para ello, siempre se tiene en mente la implementacion practica de
dichos algoritmos por medio de computadoras. La topologia compu-
tacional es una rama interdiciplinaria que combina elementos de la
topologia algebraica, computacién y recientemente probabilidad y es-
tadistica.

Esta disciplina tiene como uno de sus objetivos el estudiar los in-
variantes topolégicos latentes dentro de una nube de puntos D =
{x1,29,...,2,} y de esta manera poder inferir propiedades de ella,
como puede ser el deducir la variedad en donde estan encajados dichos
puntos. Estas técnicas puedan emplearse para analizar datos prove-
nientes de la vida real, asi como haremos en este trabajo al analizar
datos provenientes de radio galaxias. El andlisis topologico de datos se
ha posicionado en los ultimos anos como una herramienta muy prome-
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tedora en el area de matematicas aplicadas, ya que ha sido empleada en
diversos sectores como lo es la biologia, quimica, finanzas e ingenieria
[21, 22].

En una pléatica con Edelsbrunner, nos relaté como habia surgido la
idea de homologia persistente. En los libros la idea aparece de manera
muy elegante y formal, pero no se habla sobre el proceso de madura-
cién y creacién de la idea. A nosotros nos interesaba saber mds sobre
el lado humando del proceso. Nos comenté que €l se encontraba tra-
bajando con bidlogos y deseaban crear un modelo computacional para
cierta proteina. Se queria probar si dicha proteina contenia un agujero
que pasaba a través de ella o no, lo cual era importante para saber
el proceso de sinterizacion de cierta enzima. Cuando fijaban diferentes
radios el agujero aparecia y desaparecia. Por ello se tenia que pensar
en cémo llevar un seguimiento del proceso, de esta manera, establecer
como persistian las caracteristicas de interés. Poco a poco esta idea, y
gracias a varias platicas con otros colegas matematicos, se fue madu-
rando y formalizando para finalmente lograr definir lo que conocemos
hoy como homologia persistente.

Este capitulo estd basado en las notas introductorias escritas por
F. Chazal, B. Michel M. Carriere, S. Oudot [6, 7]; al igual que la parte
IIT del libro de Edelsbrunner [8].

La division del presente capitulo es la siguiente. Se empezara por
definir las nociones basicas de topologia algebraica, como lo es el con-
cepto de complejo simplicial. Luego se definiran varias formas con las
que se pueden construir dichos objetos para posteriormente definir la
nocién de homologia simplecial. Finalmente, se definira el concepto de
homologia persistente.
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2.2. Complejos simpliciales

Una de los conceptos fundamentales que en el analisis topoldgico de
datos es sin duda el de simplejos y complejos simpliciales abstractos.
Los simplejos pueden pensarse como generalizaciones de triangulos. Un
complejo simplicial abstracto es nada mas una coleccién de simplejos
que satisfacen ciertas propiedades, de las cuales hablaremos mas ade-
lante. El porqué estos objetos matematicos resultan tan importantes
yace en la idea de poder triangular conjuntos discretos de puntos (una
nube de datos) para luego estudiar su estructura topolégica y de esta
manera poder inferir informacién de la misma.

Un (k-)simplejo estandar es la generalizacion k-dimensional de un
triangulo. De manera mas precisa, un simplejo es la envolvente conexa
de un conjunto de (k + 1) puntos independientes afines en un espacio
Euclidiano de dimencion d > k. Veamos a continuacién la definicién
formal matematica:

Definicién 2.1. Un k-simplejo estdndar AF es el subconjunto de
R¥*1 definido como:

k
AF = {(to,tl, o ty) € RFFL Zti =1,t; > 0, para toda z} .
i=0
También se puede definir un simplejo para puntos arbitrarios del
espacio.

Definicién 2.2 (Simplejo k-dimensional.). Dado un conjunto de (k+1)
puntos X = {xg,x1,..., 2} C R? afines independientes, el simplejo
o = [xg,21,...,2,] generado por X, es la envolvente conexa de X. Los
puntos de X son llamados los vértices de o y los simplejos generados
por los subconjuntos de X son llamados las caras de X.

Para un complejo simplicial o generado por X, la dimension del
simplejo es igual a la cardinalidad de X menos 1, i.e., dim(o) = | X|—1.
Los simplejos de dimension 0, 1, 2, 3 son cominmente llamados vértices,
aristas, tridngulo y tetaedros, respectivamente.

A la hora de querer triangular una nube de puntos, para tratar
de tener una buena aproximacién de la misma, se necesitan emplear
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muchos triangulos. Para dichos triangulos, nos gustaria definir cierta
estructura para mantener un orden y poder diferenciar unos de otros.
Es por ello que definiremos a continuaciéon una estructura para un
conjunto de simplejos.

Definicién 2.3 (Complejo Simplicial Abstracto). Un complejo sim-
plicial K es un conjunto de simplejos que satisfacen las siguientes con-
diciones:

1. Cualquier cara de un simplejo de K esta también en K.

it. La interseccion de cualesquiera dos simplejos 0;,0; € K es el
conjunto vacio O o una cara de tanto o; como de oj.

Se le llama complejo simplicial abstracto ya que no estamos pen-
sando en su realizacion geométrica en el espacio Euclidiano, sino en si
como un conjunto con la propiedad de ser cerrado bajo contensiones.

Definicién 2.4 (Dimension). Los diferentes subconjuntos de K son
los simplejos de K. La dimension de un simplejo o se define como
dim(o) = card(o)—1. La dimensidn de un complejo simplicial abstracto
estd dada por:

dim(K) = méx dim(o).

Para cada simplejo ¢ nos podemos fijar en todas las caras cuya
dimension sea igual a p. Dichas caras son conocidas como las p-caras
de 0. De la definicién anterior, si o es un simplejo de un complejo sim-
plicial abstracto K entonces todas las p-caras de ¢ también deben de
estar contenidas en K. De esta manera, podemos entonces considerar el
conjunto de p-caras. La union del conjunto de p-caras se conoce como
el p-esqueleto de K. Formalmente podemos escribir lo anterior como
sigue:

Definicién 2.5 (Esqueleto). Sea K un complejo simplicial abstracto
yp < dim(K). El p-esqueleto de K se define como:

sk, (K) = U o,

o€ty

donde H, = {0 € K: dim(o) = p}.
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Ejemplo 2.6. El conjunto de vértices de K es el 0-esqueleto de K.

Definicién 2.7 (Cara maximal). Un simplejo o de un complejo sim-
plicial abstracto K se la llama cara maximal de K si

dim(c) > dim(7), V7 € K.

Algo importante que observar es lo siguiente: basta con saber cudles
son las caras maximales de un complejo simplicial K ya que, de mane-
ra automatica por definicion, todas las caras de éstos también deberan
de estar en el complejo simplicial. Esta observacion es importante pa-
ra nosotros, ya que en la computadora sélo necesitamos almacenar en
memoria las caras maximales de los complejos simpliciales.

Por otro lado, ahora que ya tenemos la definiciéon de complejo sim-
plicial, queremos estudiar de qué maneras podemos utilizarlos para la
triangulacién de una nube de puntos D C R”. Para ello, podemos hacer
uso de que los puntos se encuentran encajados en un espacio Euclidiano
y que podemos definir diferentes métricas en dicho espacio. Sabemos
que toda métrica define una topologia en el espacio donde ésta esta
definida. Por esta razén podemos aventajarnos de ello y utilizarlo para
la construccién de complejos simpliciales.

Comenzaremos recordando la definiciéon de un espacio métrico.

Definicién 2.8 (Espacio Métrico). Un espacio métrico (M,p) es un
conjunto M asociado a una funcion p: M x M — R, llamada distan-
cia, de tal forma que, para cualesquiera x,y,z € M:

p(z,y) >0y p(x,y) =0, siy sdlo si, z =y,
p(x,y) = p(y,y),
3. p(x,z) < plz,y) + ply, 2)

Ejemplo. Un ejemplo de métrica es que conocida distancia Euclidiana,
la cual se define para cualesquiera dos puntos x,y € R" de la siguiente
manera;

d(z,y) = (@1 —y1)? + ...+ (20 — ya)?),
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en donde (x;,y;) representan la i-ésima coordenada candnica del los
vectores x y y, respectivamente. Es facil verificar que la funcion d an-
terior satisface los axiomas de un métrica.

Existe muchas métricas, en nuestro caso al analizar datos algunas
métricas resultan de mayor utilidad. Entre algunas de ellas se encuen-
tran las siguientes:

= LUl ylly = D0 | — il

= L2l ylly = V20 (i — i)™

» Chebyshev. d(z,y) = maxi<i<, |2; — yi|-

Todas las métricas anteriores definen el mismo espacio topodgico
en R" y llamado Espacio Euclidiano.

Ahora, ya con la nocién de distancia, estamos en la capacidad de
definir un tipo particular de complejo simplicial que nos seran de mucha
utilidad més adelante. Los complejos de Cech nos ayudan a construir,
de forma intuitiva, un simplejo sobre una nube de puntos dada.

Definicién 2.9 (Complejo de Cech.). Sea p una métrica definida en
R"™. Para r > 0, Sea B,(z) = {y € R": p(x,y) < 1}, la bola cerrada
de radio r con centro en x € X. El complejo de Cech para un conjunto
finito X C R"™ de radio r, se define como:

Cech(X) = {Q C X: m B, (x) # @} :
zeQ

Para todo subconjunto ) € X de cardinalidad finita. El gran in-
conveniente con los complejos del tipo Cech es su costo computacional
para ser calculados. La razon es que se debe revisar, para cada z € X,
si la interseccién con las bolas centradas en cada uno de puntos en
X \ {z} es no vacia. Hacer esto en dimensién dos y tres no es muy
dificil, pero ya en dimensién mayor esto se complica al no tener intui-
ciéon geométrica que nos pueda ayudar a hacer los calculos.

Una forma de solucionar este problema, es modificando un poco la
definicién anterior y en lugar de verificar intersecciones entre cada uno
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Figura 2-1: A la izquierda vemos un complejo de Cech. A la derecha
vemos un complejo de Vietoris-Rips. (Chazal et al. [6])

de los puntos, se analizan las intersecciones por parejas. Estos tipos de
simplejos se conocen como del tipo Vietoris-Rips, los cuales se definen
a continuacion.

Definicién 2.10 (Complejo de Vietoris-Rips.). Sea X un conjunto de
puntos en un espacio métrico (M, p) y a un nimero real no negativo.
Un complejo simplicial de Vietoris-Rips, denotado por Rips,(X ), es
un conjunto de simplejos [xo, x1,...,x)| tales que p(z;,z;) < o, para
toda i,5 € {1,2,...,k}.

Se sigue de forma inmediata de la definicion que los complejos de
Cech y Vietoris-Rips son, en efecto, complejos simpliciales abstractos.
Sin embargo atin cuando X es un subconjunto finito de R", Rips,(X)
no admite una realizacion geométrica en R™, con la misma n; en gene-
ral, ésta puede ser de dimension mayor que n.

En la figura [2-1] mostramos, para un mismo conjunto de puntos,
los complejos de Cech y Vietoris-Rips que se construyen con el mismo
radio o > 0.

Otra forma interesante (y computacionalmente til) de construir
complejos simpliciales, es el conocido como nervio de una cubierta. En
este caso no hacemos uso de ninguna métrica, mas si se usa la nocion
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de conjunto abierto dentro un espacio topologico.

Definicién 2.11 (Nervio de una Cubierta). Dada una cubierta U =
{Ui}ier (con |I| < 00) de un conjunto M, el nervio deU es el complejo
simplicial N(U) cuyos vértices estan dados por los U;’s tales que:

k
o=[U,,...,Uy] € NU) si, y sdlo si, ﬂ Ui, # 0.

J=0

Observacién 2.12. El nervio de una cubierta es un complejo simpli-
cial abstracto. Para ver esto basta notar que si o1 = [Uy,..., Uyl €
NU), con o9 C 0y, entonces eziste k < m tal que

k m
Uzszij gUlszi#w-
j=0 i=0

Para ver lo anterior, haremos uso de la definicién de complejos sim-
pliciales; queremos saber de que forma podemos comparar dos espacios
topoldgicos, asi poder discernir de unos y otros. Una de las maneras
de hacer esto es comprobar si podemos deformar un espacio en otro de
manera continua. Esto se conoce en topologia como homeomorfismo,
i.e., espacios que tienen la misma forma bajo deformaciones continuas.

Definicién 2.13 (Homeomorfismo). Dos espacios topoldgicos X, Y se
dicen homeomorfos si existen funciones continuas biyectivas f: X —Y
y g:Y — X tales que fog y go f son las identidades en Y y X,
respectivamente.

Notar que en la definicién anterior g = f~1.

Resulta que pedir que dos espacios sean homeomorfos es una pro-
piedad muy fuerte, en especial en el contexto de TDA, por lo que ne-
cesitamos otra manera de poder verificar si dos espacios topolégicos
comparten caracteristicas similares. Resulta méas sencillo verificar si
dos espacios topoldgicos son homotdpicos o no, cosa que definiremos a
continuacion, ésto junto con el nervio de una cubierta nos ayudaran a
estudiar, mas adelante, la estructura de un conjuntos de datos.
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Definicién 2.14 (Homotopia). Sean fo, fi: X — Y, dos funciones
continuas. Dichas funciones se dicen homotopicas si existe una funcion
continua H: X x [0,1] =Y tal que, Vx € X,

H(z,0) = folz) y  H(z,1) = fi(z). (2-1)

Dos espacios topoldgicos X y Y, se dicen ser homotdpicamente
equivalentes o simplemente homotopicos, si existen funciones continuas
X —=>Yyg:'Y — X, tales que fogy go f son homotdpicas a la
funcién identidad de Y y X, respectivamente.

Teorema 2.15 (Teorema del Nervio). Sea U = {U;}icr una cubierta
abierta de un espacio topologico X tal que, cualquier H C I la inter-
seccion (\;cp Uj es vacia o contraible a un punto. Entonces, X y N(U)
son homotopicamente equivalentes.

Comentario. El complejo de Cech es isomorfo al nervio de una co-
leccion de bolas cerradas. Por tanto, por el Teorema del Nervio, su
homotopia es equivalente a la unién de bolas, B, (X) = U,cx Br(2).

2.3. Homologia simplicial

La teoria de homologia simplicial estd definida de forma general
para campos conmutativos. Sin embargo, nosotros en TDA usualmente
trabajamos con el grupo ciclico Fy = {0, 1}, el cual es también un
campo conmutativo. La razéon de utilizar Fy yace en que las cuentas
se simplifican y se puede hacer uso de herramientas computacionales
ya existentes para realizar todos los cédlculos. Cabe recalcar que en
la teoria de homologia no importa el campo conmutativo con el cual
se trabaje. Por esto, trabajar con un campo en particular no implica
ningin problema o limitacién en la teoria.

Para determinar si dos espacios topoldgicos son homeomorfos basta
con dar el homeomorfismo entre ellos. Sin embargo, probar lo contrario
no es tarea facil. Una forma de hacer es encontrar invariantes topologi-
cos, bajo homeomorfismos, que no sean los mismos en ambos espacios.
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Una de las técnicas utilizadas para diferenciar espacios es la de estu-
diar los agujeros en diferentes dimensiones. La homologia se encarga
de formalizar el concepto de agujeros multidimensionales. Asi, en esta
seccion la definiremos para nuestros objetos de estudio: los complejos
simpliciales. Primero debemos definir funciones entre los espacios de
complejos simpliciales.

Sea K un complejo simplicial (finito) y & € N. El espacio de k-
cadenas de K, denotado por Cy(K), es el conjunto de sumas (formales)
finitas de k-simplejos de K. Es decir, si {01, ...,0,} es el conjunto de
k-simplejos de K, las k-cadenas de K se pueden escribir de la forma:

n
c= E t;o;, para t; € [Fo.
i=1
Podemos también definir la suma entre cadenas de la misma forma
que la suma entre polinomios, es decir, sumando término a término los
coeficientes de los k-simplejos.

Lema 2.16. Cy(K) es un grupo conmutativo.

Volviendo con los complejos simpliciales, para formalizar la idea de
deteccion de agujeros necesitamos las siguientes definiciones de topo-
logia algebraica.

Definicién 2.17. La frontera de un k-simplejo o = [vg, vy, ..., 0] es
la (k — 1)-cadena definida por:

k
ak(g) = Z(_l)i[vl’ s 715@ s ,'Uk],
i=1
donde [vy,...,0;, ..., v es la (k—1)-cadena generada por todos los

vértices a excepcion de v;.

Comtnmente, cuando no hay riesgo de confusién, a Ci(K) es de-
notado simplemente por C,,.

Observaciéon 2.18. La definicion anterior de Oy es valida para cual-
quier campo conmutativo; pero nosotros al estar trabajando en Fy se
sigue que (—1) =1, lo cual simplifica la expresion anterior.
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°® oU—>0
a
a b c a #
vértice arista triangulo tetraedro
a [a,b] [a,b,c] [a,b,c,d]

Figura 2-2: Ejemplos de complejos simpliciales.

Ejemplo. Vamos a aplicar operador frontera a los simplejos mostrados
en la figura [2-2],

» Oia,b] =b—a.

< Oufa,b,b] = [b.d] — [a,c] + [a.8] = [b,c] + [c.a] + [a, b].

» O3(a,b,c,d] = [b,c,d] — [a,c,d] + [a,b,d] — [a,b,].

Notemos que si tomamos cualquier simplejo de la figura [2-2] y

aplicamos el operador frontera dos veces obtenemos como resultado el
valor cero. Por ejemplo, si tomamos el triangulo [a, b, ¢]

0h0sa, b, ] = [c] = [b] = [c] + [a] + [b] — [a] = 0.

Esta observacién del operador frontera puede ser generalizada para
cualquier complejo simplicial.

Teorema 2.19. 0,_; 0 9, =0, para cualquier k > 1.

Demostracion. Recordemos que un complejo simplicial es una colee-
ciéon de k-simplejos la cual es cerrada bajo intersecciones; por la li-
nealidad de 0, basta demostrar el teorema para cualquier k-simplejo
o= [vo,..., Ul
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O 0 Okt1(0) = Ok-1(0k41(0)) = O(O+1([vo, v1, - - ., vi]))

k+1 A
= 8k_1 (Z(—l)z[vo, Uy . ,ﬁi, ce ,Uk]>

=1
= D (=D(=1[vo, - Gy T )
i<t
+ 3 (D=1 oo, B T )
7>
= 0’

intercambiando ¢ por j en la segunda suma vemos que la segunda
cancela a la primera. ]

Notemos que el operador frontera induce un operador dy: C), —
Cp-1 que a cada k-simplejo c le asigna su frontera. A este mapeo se le
llama mapa frontera y no es dificil observar que dicho operador es un
homeomorfismo de grupos.

Definicién 2.20 (Ciclos.). El conjunto
Z(K) = {c € CL(K): Ox(c) =0},
es llamado el espacio de k-ciclos de K.

Definicién 2.21 (Fronteras.). El conjunto
Bi(K) ={c € Cp(K): 3t € Crr1(K) tal que Oky1(t) = ¢},
es llamado el espacio de k-fronteras de K.

Al igual que con C,, cuando no hay riegos de confusién, escribimos
simplemente Z, y B,. Observemos que los grupos Z, y B, son subgru-
pos de Cp,. Ya que Z, es el kernel de 0, y B, la imagen de Opy1.

En otras palabras, cualquier k-frontera es un k-ciclo, i.e. tenemos las
siguientes contensiones de grupos, para cualquier complejo simplicial
K

Y

B(K) C Zy(K) C Cp(K).
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Lo anterior permite definir un cociente entre grupos y consecuen-
temente definir los grupos de homologia.

Definicién 2.22 (Grupos de homologia simplicial y nimeros de Bet-
ti.). El k-ésimo grupo de homologia de K es el espacio vectorial co-
ciente

Hy(K) = Zy(K)/Bx(K).

El k-ésimo numero de Betti 5i,(K) de K es la dimension del espacio
vectorial Hy(K), i.e., Bp(K) = dim Hi(K).

A el cociente de grupos Hj. se le conoce como clases de homologia
de dimension k. Se dice que dos grupos son homélogos si estan en la
misma clase de homologia. En otras palabras, decimos que 21, 25 € Z
son homoélogos si existe b € By tal que z; = z5 + b.

Lema 2.23. Si dos complejos simpliciales tienen realizaciones geométri-
cas homotépicamente equivalentes, entonces sus grupos de homologia
son isomorfos y sus numeros de Betti coinciden.

Observacién 2.24. Si se trabaja con coeficientes en Fy, entonces los
nimeros de Betti tienen la siguiente interpretacion. Bo(K, Fs), 51 (K, Fs)
y Ba( K, Fy) significan, respectivamente, el nimero de componentes co-
nezxas, el nimero de agujeros (hoyos 2-dimensionales) y el nimero de
vacios (hoyos 3-dimensionales) del complejo simplicial K.

Teorema 2.25. Sean X,Y dos espacios homotopicamente equivalen-
tes. Entonces H.(X;F) ~ H,(Y;TF).

2.4. Homologia persistente

2.4.1. Introduccion

Homologia persistente es una herramienta que nos permite estudiar
los invariantes toplégicos de un conjuto discreto D (nube de puntos)
mediante una filtracién dada por complejos simpliciales. La homologia
persistente estudia los grupos de homologia de la nube de puntos a dife-
rentes escalas. De forma mas precisa, permite el estudio de la evolucién
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de las caracteristicas topoldgicas de un conjunto de puntos, que posi-
blemente contengan algo de ruido, mediante una familia de espacios
topolodgicos anidados.

Una manera intuitiva de entender la homologia persistente es la
siguiente. Imaginemos un conjunto de datos D y nos hacemos las si-
guientes preguntas: jserda que los datos pertenecen o tienen alguna es-
tructura topoldgica subyacente?. Si este es es el caso, jcomo podriamos
calcular la estructura topoldgica de la nube de puntos?.

Claramente, al ser D un conjunto discreto no podemos aplicar di-
rectamente las herramientas de topologia algebraica que ya conocemos.
Lo que si podemos hacer es triangular los datos via complejos simpli-
ciales y luego estudiar la estructura de estos ultimos como una forma
de aproximar los de D. De aqui surge otra pregunta importante: jcual
es la triangulacion que nos permitira tener la mejor aproximaciéon po-
sible? Lo que podemos hacer es crear una filtracion de complejos sim-
pliciales y calcular los grupos de homologia de dicha filtraciéon a cada
nivel. Luego, el siguiente paso consiste en estudiar los grupos que per-
sisten con el tiempo ya que, de manera intuitiva, son estos los que nos
proporcionan informaciéon importante de la nube de puntos D.

2.4.2. Filtraciones y mdédulos de persistencia

Definicion 2.26. Sea K un complejo simplicial abstracto. Una filtra-
cion % del complejo K es una coleccion de subcomplejos Ko, K1, ..., K,
tales que

)=KCK,C---CK,=K.

Observemos que, de acuerdo a la definicién anterior, que un sim-
plejo 0, € K; no puede aparecer antes que lo hagan todas sus caras.
Otra manera de ver a las filtraciones en la siguiente. Consideremos un
complejo simplicial K cualquiera y una funciéon f: K — R. A la fun-
cion f se le pide ser mondtona creciente sobre las caras de simplejo,
es decir, si o es una cara de 7 entonces f(o) < f(7). La monotomia
de f implica que los subcojuntos de nivel, K(a) = f~!(—o0,al, es un
subcomplejo de K para toda a € R. De esta manera, la definicion an-
terior se obtiene tomando a n como el nimero de simplejos contenidos
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en el complejo simplicial K y definiendo K,, := f~*(—oc, m] para toda
m € {0,1,2,...,n}.

Observaciéon 2.27. La idea intuitiva detrds de homologia persistente
es la de estudiar la evolucion de los grupos de homologia a través de
una filtracion.

Notemos que para cada ¢ < j se tiene una una inclusiéon natural en-
tre el simplejo K; y el Kj, por lo cual, existe también un homomorfismo
inducido en los grupos de homologia H,(K;) y el H,(K;), para cada
dimension p. Con lo cual obtenemos sucesién de grupos de homologia
inducida por homomorfismos:

0= H,(Ky) = Hy)(Ky) = -+ = Hy(K,) = Hy(K).

Formalizando lo anterior, los grupos de homologia persistente se
definen a continuacion:

Definicién 2.28. Sea .F una filtracion. El (i,j)-ésimo grupo de ho-
mologia persistente de nivel p de la filtracion es la imagen de

f;’iH: Hy(K;) = Hy(Kiy1)

el homomorfismo inducido por la inclusion entre los grupos de homo-
logia,
HY =Tm (f)7).

Se define también el nimero de Betti persistente como 37 = rank(H}).

En topologia algebraica, el p-ésimo ntimero de Betti (5,) de un
complejo simplicial K tiene un significado geométrico muy interesan-
te. Informalmente, 3, cuenta en nimero de superficies disconexas de
dimensién p. De esta manera, los primeros 3 tres nimeros de Betti
tiene las siguientes interpretaciones.

= [y cuenta el numero de componentes conexas.
» [ cuenta el nimero de agujeros (o circulos) dos-dimencionales.
= [, cuenta el nimero de hoyos (o vacios) tri-dimencionales.

En la figura [2-3] Podemos observar los nimeros de Betti para
algunas variedades topologicas conocidas.
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. S—
Py=15=0,p5,=0 B=Lp=14=0 B=Lp=2.5=1

Figura 2-3: Nimeros de Betti en variedades (Kraft [23])

Moédulos de persistencia

El objeto mas importante de homologia persistente es el llamado
modulo de persistencia, el cual definimos a continuacion. Esa seccién
estard basada en la tesis doctoral de Carriere [9].

Definicién 2.29. Sea K un campo. Un maodulo de persistencia U es
un conjunto de K-espacios vectoriales indexados por R, denotado por
{Us}aer, v una familia de funciones lineales {u”: Uy, — Us}a per.a<p
tales que:

i. Ya € R, u® =idy,,
ii. Vo < B <y eR, ujoul =ul.

Como siempre que se da una nueva definiciéon, veamos un ejemplo.

Ejemplo. Este ejemplo es conocido como modulo de un intervalo 1
para un intervalo I C R. Como el conjunto de K-espacios vectoriales,
definimos (Iy), = K si a € I, en otro caso es {0 }; para el conjunto
de funciones lineales tomamos la funcién identidad en K, (i7)? = idg
si o, 8] C I, sino (i7)? se define cémo la funcién idénticamente cero.

Para poder trabajar de forma més general necesitamos tener una
definicién mas general de filtracion, ya que ahora estamos trabajando
con espacios indexamos por los reales. Veamos la definicién a conti-
nuacion.

Definicién 2.30. Una filtracion es una familia de espacios topolégicos
{Xa}aecr que estan ordenamos con respecto a contenciones. Esto es, si
s <t entonces X, C X,.
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Definicién 2.31 (Mddulo de persistencia de una filtracién.). Sea K
un campo, X es una espacio topoldgico y {Xa}acr una filtracion de X .
Sean Hy(Xs; K) y Hy(Xy; K) los p-ésimos grupos de homologia de X5 y
X; para s < t. Definimos la inclusion i': Hy(Xs; K) — H,(Xy; K) in-
ducido por la inclusion candnica Xy — X;. Notemos que estos mapeos
dependen de la homologia de dimension p y pudieran no ser inyecti-

vos. El p-ésimo mdodulo de persistencia de X asociado a la filtracion
{Xs}ser es el médulo de persistencia { Hy(Xa; K), {t!}ss}ser-

Para poder hablar de manera méas general, empezaremos por recor-
dar la definicion de una categoria en matematicas:

Definiciéon 2.32. Una categoria C consiste en:

» Una coleccion de objetos Ob(C) (e.g. conjuntos, grupos, espacios
vectoriales, etc.)

» Para cada par de objetos X,Y € Ob(C) un conjunto More(X,Y)
los morfismos de X a'Y (las funciones que van de X a 'Y, los

homomorfismos entre los grupos X e Y, las transformaciones
lineales entre X e Y, etc.)

s Composicion de morfismos, i.e., una funcion
o: More(X,Y) x More(Y, Z) — More(X, Z)
( lo que corresponde a la composicion de funciones entre conjun-
tos, homomorfismos de grupos, transformaciones lineales, etc.)
» Para cada objeto X € Ob(C existe el elemento identidad idx €
More (X, X).
La composicion se supone que es asociativa en el sentido natural. Para
cada f € More(X,Y) se supone que idy o f = f y que foidx = f.

Observacion 2.33 (Morfismos). Los mddulos de persistencia pueden
ser vistos como objetos en una categoria conmutativa, cuyos morfismos
definiremos a continuacion.

Definicién 2.34. Sean U = {U,,u?} y V = {V,,v5} dos médulos de
persistencia. Un morfismo W entre U y 'V es una familia de morfismos
U = {thy: Uy, = V,,a € R} tal que, para todo o, f € R que cumplen
que o < B, se tiene que g o u’ = vP o1,
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Si en la definicién anterior cada uno de los 1, es un isomorfismo,
entonces ¥ es llamado un isomorfismo y U,V son isomorfos, en cuyo
caso escribimos como U ~ V.

2.4.3. Cobdigo de barras

Una manera de observar de forma cualitativa la evolucion de los
grupos de homologia es mediante los llamados cddigos de barra (ver
capitulo 11.4 del libro de Edelsbrunner [8]). Un cédigo de barra consiste
en un conjunto de puntos en el plano que nos muestran el intervalo
(a,b), con a € Ry ,b € R, U {oo}, en cudl aparecié y desaparecid
un grupo de homologia. A continuaciéon presentaremos una serie de
definiciones que nos ayudaran a formalizar la idea anterior.

Definicién 2.35 (Nacimiento y Muerte). Sea ) = Ky C K; C -+ C
K, = K una filtracion y fi": Hy(K;) — Hp(Ki1), para cada p €
{0,1,2,...,n} la funcién entre los grupos de homologia inducida por
inclusion natural entre los simplejos. Sea [a] € Hy(K;) un clase de
homologia no trivial:

» Decimos que o] nace en el tiempo t;, al nivel i-ésimo de la fil-
tracion, si [a] ¢ H7H.

» Si [a] nace en K; (i.e. a tiempo t;) decimos que ésta muere en-
trando a K (a tiempo t;) si se une con alguna clase mientras pasa
de K;_1 a Kj, esto es, fy7~'([a]) ¢ H)"'~", pero si se cumple
que f;’j([a]) € H;'*Lj.

» Siuna clase de homologia [o] que nace a tiempo t; muere a tiempo
tj, con j > i, su persistencia se define como t; —t; y el indice
de persistencia como j — i. Para las clases que no mueren, su
persistencia se define como oco.

Ejemplo. En la figura [2-4] podemos observar en la primera imagen un
conjunto de puntos con aparente forma de ocho. Se procede a construir
paso a paso una filtracion por medio de complejos de Vietoris-, junto
con su respectivo cédigo de barras. Se observa como persiste una de
las componentes conexas al igual que uno de los agujeros de dimension
1.
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Figura 2-4: Ejemplo de un cédigo de berras proveniente de una filtra-
cién via complejos de Vietoris- (Chazal et al [6])






Capitulo 3

El algoritmo Mapper

3.1. Introduccion

Mapper es un algoritmo que nos permite resumir la estructura to-
polédgica de una nube de puntos mediante un agrupamiento parcial de
los datos y el uso de funciones que ayuden a discriminar entre ellos —
conocidas como funciones de filtro. El algoritmo nos proporciona dicho
resumen en la forma de un grafo (grafica).

El algoritmo Mapper [1] fue desarrollado por G. Singh, F. Me-
moli, G. Carlsson en el 2007 en el Instituto de Matematicas Compu-
tacionales de la Universidad de Stanford!. Mapper es una aplicacién
de la teoria discreta de Morse para el analisis de datos multivariados
(High-Dimensional Data sets) y el reconocimiento de objetos tridimen-
sionales. Este realiza un agrupamiento parcial de los datos mediante
funciones que estan definidas sobre ellos. Esto, sin ser dependiente de
ningtn algoritmo de agrupamiento especifico.

La importancia de este algoritmo radica en la capacidad de poder
realizar un andlisis cualitativo, simplificacion y visualizacion de los
datos de manera eficiente en tiempo y memoria. En muchas ocasiones,
los datos provenientes de observaciones reales que estan encajados en
un espacio de dimension d > 3. Para poder visualizarlos, se busca una
buena manera de como representarlos en un espacio de dimensiéon dos

https://icme.stanford.edu/


https://icme.stanford.edu/

32 3 El algoritmo Mapper

o tres. En algunos casos, inclusive con un representacién de dimension
baja de los datos, no es posible discernir la estructura geométrica de los
mismos. Mapper es un propuesta para reducir la dimensién de los datos
dando una representacion simplicial de los mismos; la cual captura
informacion geométrica y topoldgica a una resolucién especifica.

Existen dos versiones de este algoritmo. Una de ellas es la construc-
cién topoldgica y la otra es la version empirica (en la cudl se trabaja
con datos reales). En la versién topoldgica, se trabaja con alguna fun-
cién continua f: X — Z, en donde X, Z son espacios topoldgicos. Para
cualquier cubierta abierta U = {U, }aca de Z, lo que Mapper devuelve
como resultado es el nervio del pull-back refinado de la cubierta abierta
anterior, con esto queremos decir que M (U, f) == N(f~! (U)), en don-
de cada preimagen es divida en sus componentes conexas. Discutiremos
esto con més detalle en la siguiente seccion.

Notemos que Mapper resulta de gran utilidad cuando se requiere
construir un complejo simplicial en algin espacio X muy complicado;
ya que podemos trabajar en otro espacio Z mas sencillo y luego tomar
el pull-back de alguna cubierta abierta de Z bajo una funcién continua
f definida entre estos dos espacios.

A continuacién, estudiaremos con mas detalle la version topologica
para luego mostrar una forma de como podemos llevar ésta idea a la
practica.

3.2. Version topolégica

Primero empezaremos definiendo el nervio de una cubierta. Esta
definicién es importante ya que serd la forma en la cual se construiran
los complejos simpliciales.

Definicién 3.1. Dada una cubierta finita U = {Un }aca de un espacio
topologico X, se define el nervio de la cubierta U como el complejo
simplicial N(U) cuyos vértices estan dados por los elementos del con-
gunto A y la familia {ag, a1, ..., a} generan un k-simplejo en N(U)
iy 8610 8t Ung NUpy N+ NUa, # 0.
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Uy

Uy U

Figura 3-1: Ejemplo del nervio de una cubierta con puntos tomados
de la esfera S'. (Chazal et al. [6])

Como estamos dando una definicién nueva de un concepto abstrac-
to, es conveniente dar un ejemplo del mismo para ayudarnos a entender
la idea.

Ejemplo. Tomemos 25 puntos aleatorios de manera uniforme sobre
la esfera unitaria S' y una cubierta abierta de estos puntos dada por
U = {Uy,Us,, Us} asi como se muestra en la figura [3-1]. Podemos ver
a la izquierda de la figura los puntos tomados de la esfera asi como
la cubierta U y a la derecha el nervio de la cubierta U. La imagen
siguiente fue tomada de [6].

La siguiente definicion juega un papel importante es la construccion
del complejo simplicia que devuelve Mapper.

Definicién 3.2 (Pullback de una cubierta.). Sea f: X — Y, don-
de X,Y son espacios topologicos, una funcion continua y sea U =
{Us}aca una cubierta abierta de Y. La cubierta pull-back de X indu-
cida por (f,U) es la coleccion de conjuntos abiertos {f~1(Uy)}aca- La
cubierta pull-back refinada es la coleccion de componentes conexas de
los conjuntos abiertos f~1(U,), para toda o € A.

Noétese que la cubierta pull-back refinada de U = {U,}aca puede
verse de la siguiente manera: definamos V,, = f~(U,), notemos que
cada V, es un conjunto abierto por ser la preimagen de un conjunto
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abierto bajo una funciéon continua. Entonces, para cada a € A, V,
puede ser escrita como

o= [T Wi,

ie{l,....c(a)}

en donde ¢(«) es el nimero de componentes conexas en V,,. Entonces,
i
V = {Va}a,i

para toda o € Ay toda i € {1,...,c(a)}. Por ello V es una cubierta
conexa de X. Por tanto, V es la cubierta pull-back refinada de i/ de f.

Ya tenemos las herramientas necesarias para poder definir formal-
mente a Mapper, la defincion es la siguiente:

Definicién 3.3 (Mapper). Sea f: X — Z una funcidn continua, con
X, Z espacios topoldgicos. Sea U = {Uy}aca alguna cubierta abierta
de Z. Sea V la cubierta pull-back refinada de U bajo f. Mapper es el
conjunto M(f,U) conformado por el nervio de V, i.e.

MU, f) = N).

Observacién 3.4. Notese que Mapper depende de tanto la funcion
f: X — Z, asi como de la cubierta U del conjunto Z. Por eso se
denota de esta manera: M(f,U).

En resumen, la idea principal de detras Mapper es la siguiente. Da-
da una nube de puntos X, un espacio topolégico Z y una conveniente
funcién continua f: X — Z, poder resumir X a través de la cubierta
pull-back refinada de una cubierta U de f(X). Si se escoge una buena
cubierta abierta de X y funcién f, podremos ser capaces de resumir
con una grafica (grafo) informacién de X.

3.2.1. Funciones de filtro

La funcién continua f: X — Z, también llamada funcion de filtro,
que relaciona a los espacios topoldgicos con los que estamos trabajando
juega un papel muy importante en la construccién del complejo simpli-
cial. Por ejemplo, es facil observar que la funcién constante f(z) = ¢,
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para todo x € X y algin ¢ € Z, no nos esta proporcionando ninguna
informacién sobre X, ya que la preimagen de f~1(I) = X, para todo
I C Z tal que c € 1.

La funcion de filtro debe escogerse de tal manera que se realcen las
propiedades que se estan estudiando en cada situacién especifica. Se
buscan funciones que resalten las propiedades que se quieren estudiar.

Como se menciona en [6], las funciones de filtro que se emplean
usualmente son las siguientes:

[. Estimacion de densidades.
II. Analisis de componentes principales.
ITII. Funciones de centralidad y excentricidad, las cuales son respec-
tivamente las siguientes:

flo) =Y d(z,y),  f(x)=mixd(z,y),

yeX
yeX

donde d(-, -) es una métrica sobre el espacio X.
IV. Alguna funcién que describa a lo datos.

Veamos un ejemplo en donde se resalta la importancia de la funcién
de filtro.

Ejemplo. Supongamos que tenemos una funciéon continua f, definida
de la siguiente manera:

f:STCR—[-1,1],
(z,y) =y
para todo punto (x,y) € S!. Esta funcién manda el circulo unitario al

intervalo [—1,1] € R. Dada la cubierta abierta del intervalo cerrado
[-1,1] (bajo la topologia de subespacio)

U=1{[-1,-1/3),(~1/2,1/2), (1/3,1]},

Observamos que la preimagen de f~ ([—1,—1/3)) y f~'([1/3,1)),
geométricamente, estan conformadas por una componente conexa cada
una. Por otro lado, la preimagen de f~!([—1/2,1/2)) estd compuesta
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cubierta del creacion de unién de

Circulo -
vértices vértices

circulo

Figura 3-2: Complejo simplicial construido con el pull-back refinado
de una cubierta del intervalo [-1,1].

por dos componentes conexas. Recordemos que el siguiente paso es
subdividir cada una de las preimagenes en sus componentes conexas.
Cada una de las componentes es un vértice del simplejo. Ponemos una
arista entre cualesquiera dos vértices si, y solo si, la interseccion entre
las componentes correspondientes es no vacia. Notemos que con la
funcién y cubierta anterior obtenemos el complejo simplicial mostrado
en la figura [3-2].

Observacién 3.5. Notemos que tanto la cubierta U como la funcion
de filtro f que fueron empleadas en este ejemplo funcionaron muy bien
ya que sabiamos de antemano informacion sobre la geometria de los
datos.

La funcion de filtro juega el papel de discriminante en la base de
datos. Esta nos sirve para, sin importar el orden en la cual se encuen-
tran las observaciones, tratar de acercar las funciones que tienen un
valor de filtro similiar y alejar a las que no. De esta manera, se ga-
rantiza que elementos que estan en una misma componente conexa es
porque comparten entre si caracteristicas en comun. Es de aqui que
proviene el nombre de filtro. Esta funcion es la que reorganiza las ob-
servaciones de tal manera que observaciones similares (cualquiera que
sea nuestro criterio de similitud) se encuentren cercanas una de otras
y alejadas de las que lo son.
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3.2.2. Cubiertas abiertas

Dada la funcién de filtro f, una forma estandar en la cual podemos
escoger la cubierta U de f(X) es: escogiendo un real > 0 y un
porcentaje p € (0,1) para asi generar un conjunto de bolas abiertas de
radio r, este valor es conocido como resolucion, y con porcentaje de
interseccién entre pares de las bolas consecutivas, de tal forma que la
union de todas las bolas abiertas cubran al conjunto X.

Observacién 3.6. Cabe mencionar que Mapper es también sensible a
cambios en las cubiertas. Cambiar el tamano de la resolucion o por-
centaje puede dar lugar a salidas diferentes. Por ejemplo, para un con-
gunto acotado X, para x € X existe r > 0 tal que X C B,.(x); pero la
preimagen de esta cubierta, claramente, no nos estd dando informa-
cion relevante de X . Una forma de como proceder es: probar con varios
valores de r y p y quedarse con aquellos que nos den mds informacion,
de acuerdo a las caracteristicas que se estén buscando.

Supongamos que tenemos dos cubiertas distintas de X. ;Qué re-
lacién tienen los complejos que son construidos, como se dijo antes,
con sus repectivos nervios? Para responder esta pregunta, procedamos
a tomar dos cubiertas y estudiar lo que sucede. Sean U = {U,} aca ¥
V = {Vs}gep dos cubiertas del espacio X. Un mapa entre cubiertas es
una funcién f: A — B tal que U, C Vi), Va € A.

Observemos que, si f es un mapa entre dos cubiertas U = {Uy }aca
y V ={Vs}sen, entonces f induce una mapeo simplicial

N(f): NU) = N(V).

Ya que, por la forma en que fue defininda el nervio de una cubierta,
f manda vértices de U a vértices en V. Consecuentemente, si tene-
mos una familia de cubiertas U;,Us. ..., Uy y mapas entre cubiertas
fir Uy — Uiy, parat = 1,..., N-1, obtenemos un diagrama de com-
plejos simpliciales y un mapeo simplicial:

N(Z/{O) N(fO) N(Z/[l) N(fl)/ N(fN-l)

> N(Z/[N)

Empecemos suponiendo que contamos con un espacio topologico X
y una funcion continua f: X — Z, donde Z es un espacio de referencia
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(también llamado espacio de pardmetros), digamos el intervalo [a, b] C
R. Supongamos también que Z cuenta con una cubierta abierta U =
{Ui}ier, donde |I| < oo, es decir, U es una cubierta finita de Z. Ya que
f es una funcién continua, se tiene que f~!(U;) es un conjunto abierto
en X para toda i € I. Por lo tanto, el conjunto {f~'(U;)}ier conforma
una cubierta abierta para X, i.e.,

X C Uf71<Ui)'

iel

Ahora, notemos que para cada ¢ € I, podemos considerar la des-
composicién del conjunto f~1(U;) en sus componentes conexas de tal
manera que lo podamos escribir de la siguiente manera:

c(3)
f_l(Ui) = U Vz‘jv
j=1

en donde ¢(7) representa el nimero de componentes conexas en f~1(U;).
Realizando este proceso obtenemos una cubierta abierta para el con-
junto X, a esta cubierta la denoramos por U.

Ahora, consideramos dos espacios topologicos X y Z, asi como una
funcion continua f: X — Z. Supongamos que se tienen dos cubiertas
finitas U,V de Z. Si se tiene un mapeo de cubiertas U — V de Z,
entonces existe un mapeo correspondiente entre las cubiertas U-—-V.
Para ver esto, notemos que si U C V entonces f~1(U) C f~1(V)y
es claro que cada componente conexa de f~'(U) estd contenida en
exactamente una de las componentes conexas de f~!(V'). Asi, el mapa
entre cubiertas de U a V requiere que el conjunto U, (i) sea enviado a
un tinico conjunto de la forma Vy(g)(j) tal que Uy (i) C Vi) (J)-

3.3. Agrupamientos jerarquicos

En general, el objetivo de un algoritmo de agrupamiento es el de
particionar el espacio de observaciones en un nimero de grupos de tal
manera que si dos observaciones estan en un mismo grupo significa que
ambas tiene caracteristicas similares.
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Figura 3-3: Ejemplo de un dendograma

Se necesitan dos ingredientes para poder aplicar un algoritmo de
agrupamiento( clustering): un conjunto finito de puntos y una medi-
da de disimilitud entre ellos. El algoritmo [1] nos muestra los pasos
generales utilizados en cualquier algoritmo de agrupamiento.

Algoritmo 1 El algoritmo de aglomeramiento

1. Se inicia con tanto grupos como puntos haya, en donde cada
punto se encuentra en un tnico grupo. La medida de similitud entre
los grupos se toma como la distancia entre cada uno de los puntos.
2. Buscar las parejas de grupos més cercanos (similares) y luego
unirlos en un mismo grupo.

3. Recalcular las distancias entre cada uno de los grupos formados,
tanto de los nuevos formados como de los viejos.

4. Repetir los pasis 2 y 3 hasta que se alcance el niimero deseado de
grupos o, en su defecto, que todos los puntos se encuentren en un
mismo grupo.

Estos métodos también son conocidos como algoritmos de aglome-
ramiento jerdrquicos ya que es posible construir un arbol de clasifica-
ci6én llamado dendograma [3-3] el cual nos indica la cantidad de grupos
existentes asi como el nivel al cual dos grupos diferentes se unen.

Es importante notar que la medida de similitud juega un papel
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muy importante, ya que es posible que dos medidas distintas nos den
como resultado dos agrupamientos distintos. Por ejemplo, si nuestro
conjunto de datos consiste de expresiones genéticas de un conjunto de
individuos, uno puede definir como funcion de similitud a semejanza de
los patrones genéticos de estos mismos; pero otro funcién de similitud
podria bien ser la edad de los individuos. Estas dos opciones pueden dar
como resultado dos agrupamientos distintos no habiando finalmente
una mejor medida de similitud.

A continuacién vamos a mostrar 3 de las variantes méas importantes.
En todos los casos siguientes supondremos que D es un conjunto finito
de n puntos y

0:DxD—= Ry,

en donde ¢ es una medida de similitud entre los puntos contenidos
en D. Una posible ¢ puede ser la funciéon distancia entre los puntos,
notando que dos puntos son similares si distancia es muy pequena.

3.3.1. Distancia minima o similitud maxima
(Single linkage)

Este método consiste en que la medida de similitud entre los grupos
estd dada por la similitud minima entre sus componentes. De esta
manera, tras efectuarse k pasos se habran formado n — k grupos.

La distancia entre dos grupos G; (con n; puntos) y G; (con n;
puntos) estd definida como:

d(Gl, Gj) = xleég}iﬂg(}j{d(l’z, .I'm)},
endondel=1,...,n; m=1,...,n,;.

Si se emplea una medida de similitud, la distancia entre dos grupos
se define como:

(G, Gj) = méx  {p(x,2m)},

21€G,xm€G)

endondel=1,...,n; m=1,...,n;.
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3.3.2. Distancia maxima o similitud minima
(Complete linkage)

En este método la medida de similitud entre los grupos consiste
tomar la distancia maxima entre sus componentes. Al igual que en el
caso anterior, luego de k pasos se habran formado n — k grupos.

La distancia entre dos grupos G; (con n; puntos) y G; (con n;
puntos) estd definida como:

d(Gl, G]) = xleé&?,}feGj{d(xh xm)},
endondel=1,...,n;; m=1,...,n,.

Si se emplea una medida de similitud, la distancia entre dos grupos
se define como:

p(Gi Gy) = min_{e(zn 2m)}
endondel=1,...,n; m=1,...,n,;.

3.3.3. Distancia o similitud promedio ponderada
(Average distance)

La distancia o similitud entre dos grupos, esta definida por el pro-
medio ponderado de las distancias o similitudes de los componentes
de un grupo respecto a otro. Sean G; (con n; elementos) y G; (con
n; elementos), supongamos que G; esta formado por otros dos grupos
G, y G;, con n;, y n;, elementos respectivamente, de tal modo que
n; = Ny, + Ny,

Asi, en términos de distancias (o similitudes), la distancia promedio
ponderada es:

A, G) = ni, (G, gj) + niQd(GiQ,gj).

Ny + Ny,

Comentario 3.7. Para una descripcion mas detallada recomendamos
consultar la tesis Andlisis Topologico de Datos: Robusticidad y andlisis
de sensibilidad de algoritmos [28].
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3.4. Version empirica

Vamos a mostrar una manera en la cual se puede hacer la constru-
cién anterior, i.e. la construccién topoldgica, pero en esta ocasion para
una nube de puntos D dada. En este caso, un algoritmo de agrupa-
miento (clustering) serd el que tome el papel de la nocién de dividir el
espacio en componentes conexas.

Supongamos que tenemos un conjunto X con N puntos, y una
funcion f: X — Z que estd definida en todo = € X, con Z un espacio
métrico (cominmente tomamos Z = R, R? S!). Es decir, se conoce el
valor bajo f de todos los elementos de X. Se supone también que X
cuenta con una medida de disimilitud. Se pide esto ultimo para poder
medir la diferencia entre los puntos de X y asi poder emplear algtin
algoritmo de agrupamiento. Notese que no se estd imponiendo ninguna
restriccion sobre el algoritmo de agrupamiento que se quiera usar. El
siguiente paso consiste en encontrar un intervalo que cubra a el rango
de la funcién f, el cual llamaremos I. Nétese que esto se puede hacer
la siguiente manera, definamos « y  como:

a =min f(x), f =méx f(x), I = o, 5]

zeX zeX

Ahora, se divide I en intervalos més pequenios S = {I;}, en donde
los intervalos adyacentes tienen cierto nivel de traslape. Esto nos da
dos pardmetros para controlar la resolucion del complejo simplicial
que vamos a construir; los cuales son: la longitud de los intervalos
méas pequenos () y el porcentaje de traslape que tienen los intervalos
adyacentes (p).

Luego, para cada uno de los intervalos I; € S, definimos

Xj = {l’ € X: f(l') € I]}

Claramente, los {X;} forma una cubierta de X i.e. X C [J; X;. Cada
uno de los X; es dividido en grupos usando algun algoritmo de agrupa-
miento, obteniendo asi conjuntos de la forma Xj;. Cada uno de estos
grupos representa un vértice de la grafica que estamos construyendo.
Dibujamos una arista entre dos vértices si X, N Xy, # (. Es decir, los
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grupos que corresponden a vértices adyacentes no tienen interseccion
vacia.

Asi pues, podemos escribir el algoritmo Mapper como se muestra
en el algoritmo 2.

Algoritmo 2 El algoritmo Mapper
Input: Un conjunto de puntos X con una medida de disimilitud
entre sus puntos. Una funcién f: X — Z, con (Z = R, R?,S") y
una cubierta U de f(X).
1. Para cada U € U, descomponer f~!(U) en sus componentes co-

nexas Cy1, -, Cugy-

2. Calcular el nervio de la cubierta de X definida por Cy1, -+, Cugy s
para cada U € U

Output: Un complejo simplicial:

- un vértice Vy7; por cada uno de los grupos Cy;,

- una arista entre Viy; and Vi ; siy s6lo si Cy; N Cyrj # 0

Observacion 3.8. Vemos que la idea geométrica de dividir las pre-
imdgenes de la cubierta de I es reemplazada por la idea de agrupa-
miento en cada uno de los X;.

Ventajas de Mapper

Entre algunas de las ventajas que tiene el utilizar Mapper en un
analisis topoldgico exploratorio de una nube de puntos se encuentran
las siguientes:

» Rapidez y eficiencia computacional en la construccion del com-
plejo simplicial

» Salidas faciles de entender en forma de una grafica

» Con una modificacién hecha del algoritmo, podemos llevar regis-
tro de la ubicacion de cada galaxia.

Mapper es una herramienta 1til al hacer una exploracién inicial de
los datos. Sirve para estudiar la estructura topoldgica de los mismos.
De esta manera, poder extraer o intuir informacion sobre los diferentes
grupos existentes en los datos.
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Desventajas de Mapper

Entre algunas de las desventajas al utilizar Mapper se encuentran:

= Dependencia en la funcién de filtro y la cubierta abierta tomada.
» Rigidez con la cual se escoge la cubierta abierta.
= Dependencia de los parametros.

Como escoger la funcion de filtro y la cubierta abierta son dos los
convenientes mas grandes que se tienen al emplear Mapper. La fun-
cion de filtro debe ser los suficientemente buena para poder detectar
caracteristicas importantes de la topologia de los datos. La forma en
como se toma la cubierta abierta también es importante, ya que se
deben definir con cuantos intervalos se cubrird el conjunto y el nivel de
empalme que tendran los abiertos que estén ubicados de manera conti-
gua. Con las implementaciones con que actualmente se cuenta solo es
posible inicamente escoger una cubierta abierta dada por rectangulos
uniformes.

Con la dependencia a los parametros nos referimos a que si cambia-
mos un parametro en el algoritmo, como ser el porcentaje de traslape
que tienen los abiertos, la grafica puede cambiar drasticamente. Es-
to puede ser también considerado como una ventaja del algoritmo ya
que, dada la misma funcion de filtro, podemos analizar la base de datos
mediante diferentes resoluciones.



Capitulo 4

Aprendizaje estadistico

4.1. Introduccion

Dada una coleccion finita de puntos n-dimensionales, los algorit-
mos de reduccién de dimensién permiten encontrar una representacion
de éstos en un espacio de dimensién menor, usualmente de dimension
dos o tres, de tal manera que dicha representacién preserve algunas
nociones geométricas, como ser distancias o vecinos mas cercanos en-
tre los puntos. Al tener una representaciéon de dimensién dos o tres de
los datos, podemos visualizarlos y estudiar su forma. De esta manera,
podemos ser capaces de identificar patrones en ellos. En el invierno del
2017, tuve la fortuna de poder participar en el verano de investigacién
cientifica organizado por la Universidad de Auckland, Nueva Zelanda
(recordemos que, por debajo del ecuador, es verano en los meses de
diciembre, enero y febrero). Ahi aprendi sobre la versatilidad del algo-
timo t-SNE y surgié la idea de hacer una combinacion entre el analisis
topoldgico de datos y el aprendizaje estadistico para nuestro problema
de clasificaciéon de galaxias. En el verano se trabajé mejorando la im-
plementacién del algoritmo en el lenguaje de programacion R, bajo la
direccion del Dr. James M. Curran. En este capitulo describiremos los
fundamentos matematicos del algoritmo. Para un estudio mas detalla-
do y ejemplos recomendamos [29].
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4.2. t-distributed Stochastic Neighbor Em-
bedding (t-SNE)

Sea X = {x1,x9,...,2Nn}, con cada punto x; € R" (espacio de
dimensién alta). Queremos encontrar un conjunto de puntos )Y =
{y1,2,...,yn} de tal forma que los puntos y; € R* (espacio de dimen-
sién baja), con k = 2, 3, preserven, en sentido geométrico, la estructura
de los puntos en el espacio de dimension alta. Es decir, queremos que
puntos que estan cerca (lejos) en R" permanezcan cerca (lejos) en su
representacion de dimension baja.

Para poder encontrar esta representacion de dimension baja, a los
puntos del conjunto X se les asignara una medida de probabilidad. De
esta manera, poder discernir entre cualesquiera dos puntos z; y x;. Se
comienza definiendo la siguiente probabilidad condicional para cada
punto:

oxp (= [l — ay]|* /207)
5 .
2 kg €D (= s — ;" /207)

Luego, como queremos medir diferencias de forma simétrica, se define:

Pijj =

Dijj + Djli
pij =—"%5N

Para alguna o; > 0. Como estamos pensado a las distancias como una
forma de definir similitud hacemos p;; :== 0.

El algoritmo t-SNE es una modificiéon del algoritmo SNE. La dife-
rencia radica que en lugar de asignar una distruciéon Gaussiana a los
puntos de dimensiéon baja, se les asigna una distribucién t-student con
un grado de libertad. Esto se debe a que cuando nos movemos de un
espacio de dimension m a uno de dimension n, con m > n, perdemos
espacio. Es por ello que necesitamos de una distribucién con colas pesa-
das para poder dispersar los puntos. A las diferencias entre los puntos
y; e y; de YV se les asigna la siguiente probabilidad,

2y

0 = (1 + i —yll) "

ij = 21"
Zk¢z<1+||yk—yl” )~
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Observemos la expresion anterior es simétrica con respecto a ambas
1,7 por lo que no es necesario ninguna simetrizacién como se hizo para
los puntos z;’s de X . Por un argumento anélogo, se define ¢;; := 0.

Si los puntos y; e y; estuviesen correctamente localizados, la dife-
rencia de los puntos p;; — ¢;; debiera de ser cero. Motivamos por este
argumento, recordamos que la divergencia de Kullback-Leibler es una
forma de medir qué tan diferentes son dos distribuciones de probabili-
dad. Como ya hemos asignado una probabilidad para cada uno de los
puntos en los conjuntos X e ), podemos minimizar la divergencia de
Kullback-Leibler para asi aprender cual es la ubicacién de los puntos
en ). De este modo, t-SNE intenta minimizar la funcién de costo C
dada por:

=3 KL(P[IQ) = Y > pylog (4-1)

qij
donde P; = {pil,pm, cosDiNy Y Qi = {%1;%‘27 -+, 4iN}, Pala cada i €
{1,2,...,N}.
Desaforadamente, la funcién de costo C' es no conexa.Por ello es

necesario utilizar un método especial para su minimizacién. Se utilizara
el método de gradiente descendiente para ello.

4.3. Gradiente descendiente

Teorema 4.1. FEl gradiente de la ecuacion 4-1 tiene la forma siguiente:

oC _
5 = 42— )i = w) (Ll — )
! J#i

Demostracion. Esta demostracién fue tomada de [29]; se corrigieron
algunos errores que contenia la original. Recordemos que las proba-
bilidades asignadas a las diferencias entre los puntos estaban dadas
por:

2,

p”_pilj"’pj\i Ay gyl
i — ) iy — )
2N Zk;ﬁl(l + llyr — ylHQ)_l
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v pii = @i = 0. La divergencia de Kullback-Leibler entre las distribu-
ciones P; y (); estda dada por

C = ZKL Pl|Q,) = ZZ}?U 1ogp”

(4-2)
= E E (pij log(pij) — pijlog(gij)) -
(]

Ahora, para poder trabajar de manera menos engorrosa, vamos a in-
troducir las siguientes variables auxiliares,

dy=llyi—will, 2= (1+d})".

k£l

Notemos que si y; cambia, las tinicas parejas de distancias que cambian
son d;; y dj;, para toda j. Por tanto, usando la regla de la cadena,
podemos ver el que gradiente de la funcién de costo C' con respecto a
y; esta dado por

oC oc  aC\ (yi — ;)
i +
y; ; (3%‘ adji) v — ;]

_ 9C (y; — yj) (4-3)
Odi; ||y — vl -
oC (yi —y;)
=2 g
; 8d” dij
Para poder calcular el gradiente de W vamos hacer uso de la

ecuacién (4-2). Notemos que la primera parte no depende de d;; =
lyi — y;ll, tan solo depende de los valores z;’s:
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oC 0log(qrr))
= _Zpkl
8dij Py adz]
0l Z17)
- Z 08(u2/2) (ya que Z # 0)
0d;;
kil
_ 9 (log(quZ) —log(Z))
= - Zpkl .
k£l g
= - Pri - = .
En esta expresiéon hicimos uso del hecho que g = (1 +d3,) '/ Z.
2 \—1
Ahora, notemos que % es cero solamente cuando k£ = ¢ and

[ = j. De este modo, el gradiante de % esta dado por:
ij

1+d2
(1+ d2)~2dy; QZPM d
k#l

Ahora, recordemos que ¢;; = (14 d3,)™'/Z, y que Zk# pr = 1, por lo

80 —9 p,-j
odi; "4 2

que podemos reescribir la tltima ecuacion de la siguiente manera:

oC
6dij

= 2pi;(1+dyy) " dyy — 2q55(1 + diy) 'y
= 2(pi; — ¢i)(1 + diy) ' dyy.
Sustituyendo este término en la ecuacién (4-3) se obtiene

aC 9 3_0 (yi — y5)
8yz 7 6’d2] dij

_ yl —y

= 4Z(pij = qig) (1 + diy) ™ (vi — ).

Lo anterior prueba el resultado.
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Ya que la funcién de costo es una suma que corre sobre todos los
z;’s e x;’s vemos que éste es un algoritmo cuya complejidad es O(N?),
donde N es el numero total de puntos en la nube de puntos X.

Aun nos hace falta describir como encontrar el valor de o; para
poder calcular el valor de p; ;. La distribucién de P; tiene una entropia
que decrece a medida que lo hace el valor de o;, t-SNE realiza una
busqueda binaria para encontrar el valor de o; que produce una distri-
bucién P; con una perplexidad definida por el usuario. La perplexidad
estd definida por:

Perp(P,) = 21,

donde H(P;) representa la de entropia de Shannon de P;. Recordemos
que la entropia esta definida como:

H(P) ==Y pijlog, pi;-
J

Intuitivamente, la perplexidad indica el nimero de grupos que se espera
encontrar en los datos. Este valor puede irse variando y de esta manera
encontrar el valor que nos genera la mejor separacion de los grupos
encontrados.

4.4. Representacion de dimension baja

Ya tenemos todos los ingredientes necesarios para calcular la repre-
sentacién de dimension baja de los puntos en el conjunto X . Como ya
se menciond anteriormente, utilizaremos el método de gradiente des-
cendiente. Se inicializan los puntos de ) generando una muestra alea-
toria de una distribucion Gaussiana isotropica con varianza pequena y
centrada alrededor del origen. Para acelerar el tiempo del célculo de la
optimizacién y evitar caer en algiin minimo local, se agrega al gradien-
te un término relativamente grande llamado momentum. Mateméti-
camente, la actualizacion del gradiente con el término de momentum
esta dado por:

oC
&) _ -1,  9C (t=1) _ (t-2)
o=y —i—nay—l—a(t)(y AR
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donde Y® indica la solucién en la t-ésima iteracién, n representa la
tasa de aprendizaje y «(t) representa el momentum al tiempo de el
t-ésima iteracion.






Capitulo 5

Clasificacién y resultados

5.1. Introduccion

A una distancia considerable de nuestra galaxia, se encuentra una gran
variedad de objectos llamados objetos extragalacticos. Estos tienen
diferentes formas y tamanos; entre ellos los quasares y galaxias. Muchos
de estos objetos emiten radiacion en diferentes longitudes del espectro
electromagnético como son radio, infrarrojo (IR), éptico o rayos-X, etc.

Los objetos que emiten en radio tienen una estructura tipica (con-
formada por 16bulos, jets y un niicleo) como la que se muestra en la
figura [5-4]. Existe una gran variedad de radio galaxias en el universo
que difieren unas con otras en, por ejemplo, en sus diferentes formas
geomeétricas, su color, luminosidad, espectro, etc. Al existir muchas va-
riantes nos atrae la idea de poder clasificar estos objetos de acuerdo a
sus similitudes.

Comunmente, las radio galaxias se clasifican por su morfologia me-
diante observaciones visuales. Sin embargo, no se sabe nada de la re-
lacién, si es que existe, entre esta clasificacién visual y las propiedades
fisicas observables y medibles. Por ello es que surge la siguiente pre-
gunta:

¢ Es posible encontrar una combinacion de variables, basada en las
propiedades fisicas observables, capaz de reproducir la clasificacion
morfologica conocida de las galaxias?
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Es decir, queremos saber si es posible encontrar una clasificacion, uti-
lizando propiedades que podemos medir en diferentes bandas, de tal
forma que esta clasificacion coincida con la ya conocida de radio gala-
xias.

De esta manera, precisar la metodologia con el cudl se clasifican las
galaxias, con lo que podremos analizar y clasificar nuevas galaxias sin
necesidad de recurrir a la observacion visual. Esto implicaria una avan-
ce en la investigacion astrondmica ya que implica una ahorro sustancial
en el tiempo de clasificacién de objetos nuevos.

5.2. Base de datos

Los datos con los que se cuentan proviene de una compilacion de 3
catalogos astronémicos distintos. Dichos datos fueron recolectados por
Kimball & Ivezi¢ [5] en 2014, del National Radio Astronomy Observa-
tory [2]. A simple vista, hacer una recompilacién de catélogos no parece
una tarea tan dificil. Pero un momento de reflexiéon nos hacer pensar
en la siguiente pregunta: jcémo se estd seguro de que una galaxia que
tomaron de uno de los catalogos es la misma que la que tomaron de
otro? Habiendo tantas galaxias en G (el conjunto de todas las galaxias
observables), no es trivial poder emparejarlas de tal manera que se
pueda estar seguro, bajo cierta incertidumbre, de que estamos hablan-
do de los mismos objetos. La metodologia de cross-matching explicada
en Kimball & Tvezié [5] en 2014, nos ofrece unos parametros que miden
la certeza del emparejamiento de estas galaxias. Ademds, este trabajo
incluye una clasificacién visual hecha por Kimball et al. [35] en 2011.

Los catdlogos individuales son los siguientes:

e Sloan Digital Sky Survey (SDSS): Es un proyecto de inves-
tigacién el cual recolecta imagenes en la banda visible, utilizando un
sistema fotométrico de 5 filtros. Estas imagenes contienen el espectro
Optico para cada una de estas fuentes. Ello permite extraer el corri-
miento rojo y poder conocer sus distancias, con respecto a la Tierra.
Esta operacion es realizada con un telescopio con angulo de campo
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Figura 5-1: SDSS [36] Figura 5-2: Conjunto VLA [39]

de visién de 2.5 metros de didmetro localizado el observatorio Apache
Point de Nuevo México. La camara del telescopio esta formada por
treinta CCD cada uno con una resolucién de 2048 x 2048 pixeles, tota-
lizando aproximadamente 120 Megapixeles. La fotograffa [5-1] es del
telescopio SDSS.

Los siguientes dos catédlagos astronémicos fueron creados mediante el
mismo radio telescopio. El Very Large Array (VLA) [33] es un obser-
vatorio radio astronémico localizado en Nuevo México. Este conjunto
de radio antenas se encuentra sobre un sistema de rieles que permite
acercarlos a alejarlos entre si (ver imagen [5-2]). Entre mds se alejan
entre ellos mejor serd la resolucién y podran ver con mas detalle los
objectos que estan dentro de su rango de visién. Si estan muy cerca
puedan capturar estructuras cuya emision es mas débil.

e FIRST (VLA alta resolucién): Son las siglas en inglés de
Faint Images of the Radio Sky at Twenty-cm. El catdlogo cubre alre-
dedor del 51 % del cielo, con regiones centradas en los polos galacticos
norte y sur. Las regiones fueron escogidas de tal modo que cubrieran
las mismas que el SSDS.

e NVSS (VLA baja resolucién): Son las siglas en inglés de
NRAO VLA Sky Survey. Este catalogo del hemisferio norte que cubre
alrededor del 82 % del cielo.

Denotaremos por B a la base de datos de galaxias con la que con-
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Figura 5-4: Sobre-posicién de ima-

Figura 5-3: Ejemplos de gen en radio y optico de la radio

diferentes clases de radio galaxia Hercules-A [41]

galaxias [34]

tamos. Esta es una matriz de tamafio 581648 x 9; con 581,648 obser-
vaciones y 9 caracteristicas, las cuales describiremos mas adelante.

También se cuenta con una segunda base de datos D C B en la
cual, ademas de las mismas caracteristicas que se tienen en B, en ésta
se incluye la clasificacion de las galaxias contenidas. En D hay un total
de 1058 observaciones ya clasificadas. De este modo la matriz D es
de tamano 1058 x 10. La base de datos D fue clasificada mediante
observaciones visuales.

A continucién, presentamos las caracteristicas fisicas que se tienen
para cada una de las galaxias, asi como una breve descripcion del
significado fisico de cada uno de ellos.

First flux (ffluz):

Densidad de flujo de las galaxias, este dato proviene del catalogo
FIRST. La unidad de medida es el Jansky (W/m?Hz). La densidad
de flujo es la cantidad de brillo que podemos detectar de la radio ga-
laxia.

NVSS flux (nfluz):

Densidad de flujo de galaxias (las mismas galaxias anteriores). Este
dato proviene del catdlogo de NVSS. Al igual que antes, esta unidad
representa que tan brillante en radio la galaxia vista desde la Tierra.
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Flujo en diferentes filtros 6pticos (Colores: u,g,7,i,2):
Brillo de las galaxias 6pticas, en cada uno de los colores del espectro
visible. Los filtros de color del SDSS, Slogan Digital Sky Survey, estan
disenados para bloquear la luz en todas las otras frecuencias y soélo
dejar pasar aquellas que son cercanas a la longitud de onda que se
desea observar. En la tabla [5-1] podemos encontrar la longitud de
onda que corresponde a cada uno de los filtros.

Estas observaciones estdn dadas en una escala logaritmica (magni-
tudes). Se construyeron los colores mediante la sustraccion de valores
en diferentes bandas, i.e, u-g, g-r, -1, i-2.

’ Filtro ‘ Longitud de onda ‘
Ultravioleta(u) 3543 x10719m
Verde(g) 4770 x1070m
Rojo(r) 6231 x10719m
Infrarojo Cercano(i) | 7625 x1071%m
Infrarojo(z) 9134 x10~m

Tabla 5-1: Filtros SDSS.

Corrimiento al rojo (2):

El corrimiento al rojo esta relacionado con la velocidad con que se
mueve un objeto con respecto a la Tierra. Su cdlculo se realiza midiendo
la longitud de onda emitida por algin elemento quimico, por ejemplo
el hidrégeno, en la Tierra y la observada del objeto en cuestion. Si A
denota la longitud de onda y por f a la frecuencia del elemento quimico
escogido. El corrimiento al rojo se escribir de la siguiente manera:

)\obs ervada — Aemitida

)\emitida
femitida - fobservada

fobservada

Recordemos que la relacién entre frecuencia y longitud de onda es
la siguiente: f = ¢/, donde ¢ denota la velocidad de la luz. Mediante
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modelos cosmologicos el corrimiento al rojo se relaciona con la distancia
entre el objeto y la Tierra.

5.3. Manejo y limpieza de datos

Un inconveniente que se tiene con la base de datos en cuestion es
que existen algunas galaxias cuya informacion estd incompleta. Esto es
un inconveniente ya que Mapper y t-SNE no son capases de discernir
cuando esto sucede. No es buena idea colocar el valor de 0 en las
entradas faltantes ya que esto introduciria un sesgo en la base de datos.
Por lo cual se tomé el subconjunto cuya informacion esta completa para
cada una de las galaxias.

Por otro lado, los colores colectados por el SDSS estdn en una
escala logaritimica, por que hicimos un cambio de unidades mediante
una transformacion T, dada por:

T: D|colores — D|coloreS7
T(d) — (1070.4)d

Luego, al tener todos los valores de la base de datos D en las mismas
unidades, se procedié a realizar un reescalamiento de los datos. Se
emplearon tres tipos de re-escalamientos, los cuales son:

Re-escalamiento 1. Re-escalamiento al intervalo [0,1]:

El re-escalamiento lo hacemos de la siguiente manera. Supongamos
que X = {x1,xs,...,2zx} C R™ Este conjunto es transformado en otro
Y ={vy1,99,...,ynv} C R, con y; € [0,1] via la siguiente transforma-
cion.

x; — min(X)
méx(X) — min(X)’

Yi =

Esta transformacion estd bien definida siempre y cuando el conjunto
X no sea constante (para evitar que max(X ) = min(X)). Recordemos
que en un conjunto finito el maximo y el minimo coinciden si, y sélo si,
el el conjunto es constante. Denotaremos a esta transformacién como

t11D—>D.
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Re-escalamiento 2. Estandarizacion normal:

Utilizando la misma notacién anterior, definimos el conjunto Y to-

mando
R
yi - )
0;

en donde p; = E[z;] y 0; = var(z;). Denotaremos a esta transformacién
como ty: D — D.

Re-escalamiento 3. Estandarizacién por columnas:

Otros de los re-escalamientos realizados fue la estandarizacién de
cada una de las columnas. Al estar las columnas (pero no necesaria-
mente todas) en diferentes unidades de medicién, es necesario que cada
columna esté estandarizada. De este modo, no perder la formacién que
nos proporcionan cada una de ellas.

Es decir, supongamos que la matriz que contiene los datos esta
dada por A = (ay;)} -, Definimos la varianza muestral como

n
> (ari — Ti)(ax; — ),

k=1

1
Uz_n—l

en donde
1 n
f}c = — E Qi -
n “
=1

Para hacer la estandarizacién dividimos la columna ¢ de A entre o; # 0.
Esto es, para cada una de las columnas hacemos

Ai <— AZ'/O'Z',

donde A; representa la columna i-ésima de A. Denotaremos a esta
transformacion como t3: D — D.

5.4. Exploracién topolégica de los datos

Se llevé a cabo un andlisis topologico de datos mediante tres algo-
ritmos. Detallamos a continuacion los resultados obtenidos con cada
uno de ellos.
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5.4.1. Complejos Vietoris-Rips

El primero paso realizado fue un anélisis por medio de complejos
del tipo Viertoris-Rips [43] con el objetivo de analizar la geometria
subyacente en la base de datos. Al ser el calculo de este tipo de com-
plejos simpliciales computacionalmente muy costoso, se realizaron los
calculo en el servidor de ATD del CIMAT.

Tomamos la base de datos D y aplicamos el re-escalamiento 1 (ma-
pear todos los valores al intervalo [0,1]). Es decir, tomanos el conjunto

D' = t,(D).

Luego, tomamos una muestra aleatoria de tamano 300 del conjunto
D’ y lo analizamos mediante los complejos de Vietoris-Rips. Podemos
ver el resultado en la imagen [5-5]. Hacemos lo mismo pero para una
muestra de tamano 500 y para la base completa con 1058 puntos; los
resultados se encuentran en las figuras [5-6] y [5-7], respectivamente.

Podemos observar que en los datos, su estructura subyacente cuenta
solamente con componentes conexas, que los los grupos de homologia
de dimensién cero son los tinicos que persisten con el tiempo.

5.4.2. Ripser

El algoritmo Ripser fue creado por Ulrich Bauer, profesor de la
Universidad Tecnolégica de Munich (TUM) [13]. Esta es una imple-
mentacién muy eficiente para el calculo de una filtracion utilizando
complejos de Vietoris-Rips. Mediante la aplicacién online disponible
en http://live.ripser.org/ se corrieron varios subconjuntos de D’.
Mediante este ejercicio se verifico que se contaba tnicamente con com-
ponentes conexas en la base de datos de radio galaxias.

El siguiente paso consiste en analizar con mas detalle cada una de
las componente conexas, de esta manera estudiar las galaxias que se en-
cuentran en las mismas componentes y la relacién que estas comparten
entre si.


http://live.ripser.org/
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5.4.3. Exploracion de los datos mediante Mapper

Existen varias implementaciones computaciones del algoritmo Map-
per, de las cuales podemos resaltar la version en Python creada por
Daniel Miillner en la Universidad de Stanford [11]. Otra implementa-
cién estd hecha en R, bajo el nombre de TDAmapper, y fue desarrollada
por Paul Pearson, profesor en Hope College [12]. Nosotros trabajare-
mos con el algoritmo en R. Ambas implementaciones son muy rapidas
y eficientes en el uso de memoria.

A diferencia del calculo de complejos simpliciales de tipo Vietoris-
Rips y Cech, que son computacionalmente muy costosos, Mapper nos
contruye una grafica en una cantidad mucho menor de tiempo. Esto es
conveniente, especialmente cuando se trabaja con una base de datos
muy grande, ya que nos permite encontrar rapidamente caracteristicas
topoldgicas importantes en los datos.

En el capitulo 3 se enfatizé la necesidad de los siguientes elementos
al hacer uso del algoritmo Mapper en una nube de datos D':

1. Una funcién de filtro. Es decir, una funcion real que esté definida
sobre todos los puntos en D’.

2. Una cubierta abierta del espacio de parametros, la cual es la
imagen de D’ bajo la funcion de filtro.

Con nuestra base de datos, no es claro cual funcion de filtro emplear
de tal forma que se pueda extraer informacién importante de los datos.
Si uno no tiene idea sobre cudal funcién utilizar, es comin emplear
la proyeccion de los datos sobre las primeras componentes principales
(dadas por PCA). La razén es que al realizar dicha proyeccién, estamos
resumiendo los datos de alguna manera, tomando las proyecciones que
maximizan la varianza.

La implementacién de Mapper con la cual se esta trabajando so-
lamente permite lidiar con cubiertas abierta dadas por rectangulos
uniformes. Podemos controlar el porcentaje de traslape que se tienen
de los rectangulos y el la longitud de los lados. En la imagen [5-8] se
encuentra un ejemplo de juguete con una representacion visual.
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Figura 5-8: Ejemplo de una cubierta abierta uniforme sobre puntos
aleatorios de S?

Se realiz6 un andlisis exploratorio mediante las siguientes funciones

de filtro,
f: D —im (f(D)) C R,

definidas como:

1. Flujo dado por los dos radio telescopios ffluz, nfluz.

2. Transformaciones logaritmicas y combinaciones de las caracteristi-
cas fisicas provenientes de cada una de las galaxias.

3. Cociente de los radios de la elipse que mejor aproxima a el area
de la radio galaxia.

En la figura [5-9] se encuentra una tipica salida de Mapper. Cabe
mencionar que los niimeros en los vértices no tienen ningun significado.
Es nada méas una forma arbitraria de darle nombre a los vértices.

Modificacion del algoritmo Mapper

En la implementacién de Mapper en el lenguaje R se realizé una
modificacién del algoritmo para poder llevar un registro sobre la ubi-
cacion de las galaxias en cada momento. Esto conviene porque no sélo
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® o

Figura 5-9: Ejemplo de una salida de Mapper en R

estamos interesados en saber la cantidad de componentes conexas (gru-
pos) existentes en los datos, sino también saber exactamente dénde se
encuentran cada una de las galaxias. Asi, se puede analizar de las ga-
laxias de las cuales atin no sabe su clasificacién.

5.5. Reduccion de dimension mediante t-
SNE

Luego de realizar varias pruebas exploratorias con Mapper, se deci-
di6 utilizar un algoritmo de reduccion de dimensién para poder visua-
lizar los datos y de esta manera poder encontrar lo parametros ade-
cuados para Mapper que mejor nos resuma la informacioén topoldgica.
En las figuras [5-10,5-11,5-12] se encuentran tres reprentaciones bajo
los distintos re-escalamientos, mencionados en la seccién 5.3.
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Figura 5-13: Tabla de colores
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En las tres representaciones de dimensién dos dadas en las figuras
[5-10,5-11,5-12], cada grupo de galaxias es representando mediante
un color distinto segin su tipo. Los colores estan definidos para cada
grupo segun la figura [5-13].

Observacién 5.1. Dada la heuristica del algoritmo t-SNE, este inicia
con puntos escogidos al azar en el espacio de dimension menor, las
salidas no son exactamente las mismas en diferentes corridas del algo-
ritmo, aun con la misma nube de puntos. Lo bueno es que la estructura
de la representacion de dimension baja se mantiene siempre similar,
salvo una rotacion o reflexion de lo mismos.

Como nuestra implementacion de Mapper nos permite iinicamente
tomar rectangulos uniformes como funcién de filtro, el re-escalamiento
nimero 1 es el que nos conviene utilizar ya que, a simple vista, vemos
en la figura [5-11] que esta es la mds facil de las tres de dividir por
medio de cuadrados uniformes. En la tabla [5-2] vemos los parametros
utilizados asi como su respectiva salida.

%0 o

. PPy ®

Caracteristica Valor usado ®
. o ®

Funcién de filtro  (t-SNE.1, t-SNE.2) o o0
No. de intervalos (10,3) .. ® ¢ o 5
Overlap 50 % o .. ® ® ®
No. Bins 7 .... ...~
Reescaling 1 : : ®

Tabla 5-2: t-SNE como funcion de filtro

En donde t-SNE.1 y t-SNE.2 representan las primeras dos coordenadas
dadas por t-SNE en la reduccion de dimensién de la base de datos de



68 5 Clasificacién y resultados

dimensién 9 a dimension 2. Estamos cubriendo con 10 intervalos uni-
formes el eje horizontal y con 3 el vertical de la figura [5-11], ambos
con nivel de traslape del 50 %. Estos pardmetros pueden ser modifi-
cados con el objetivo de, dada la misma funcién de filtro, estudiar la
base de datos desde distintas resoluciones.

Significado de los colores:

Por otro lado, en el lado derecho de la tabla [5-2], los colores de los
vértices en la grafica significan que hay una mayoria de galaxias del
tipo correspondiente. Para su coloracién, seguimos el algoritmo 3.

Observacién 5.2. Es importante tener claro que los colores en la
grafica mostrada en la figura derecha de [5-2] indican una mayoria
de galazxias del tipo correspondiente y no que hay unicamente galazrias
de ese tipo. Fsta coloracion la hicimos con la idea de poder identificar
con mds facilidad donde se estaban concentrando los diferentes tipos de
galaxias. Esto es importante cuando se estdn realizando una primera
exploracion de los datos con diferentes funciones de filtro y parametros
y se quiere encontrar aquellos que extraen de una manera mds clara la
informacion relevante que se estd buscando.

Algoritmo 3 Coloracion de vértices
1. Para cada uno de los vértices, contamos la cantidad de galaxias

de cada tipo en cada uno de ellos.

2. Identificamos, para cada uno de los vértices, el tipo de galaxia
con mayor cantidad de miembros.

3. Pintamos el vértice de acuerdo a la mayor cantidad de galaxias
del tipo correspondiente.

Vemos como Mapper nos esta identificando correctamente que en
la parte derecha e izquierda de los datos se encuentra una mayoria de
galaxias del tipo C (rojas). Por otro lado, en el centro se tiene una
mayor concentracién de galaxias del tipo T (azules).
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5.6. Conclusiones

Dos conclusiones importantes sobre nuestro trabajo en el problema
de clasificacién de radio galaxias son las siguientes. Primero, nuestro
método ha mostrado ser congruente con la clasificacion visual existente.
Esto sugiere la posible existencia de una relacién entre las mediciones
fisicas de las (radio) galaxias con su morfologia. Resta encontrar con
exactitud cudl es dicha relaciéon. Segundo, fuimos capaces de detectar
los dos tipos de radio galaxias con el mayor nimero de observaciones
(los tipos C y T) empleando tinicamente sus mediciones fisicas — sin
necesidad de recurrir a la observacion visual para cada una de ellas.
Mas trabajo es requerido para poder detectar correctamente a los di-
ferentes tipos restantes de radio galaxias. El método propuesto aqui es
un primer paso, uno prometedor, en la formalizacién y automatizacion
del proceso de clasificacién de radio galaxias. Ademads, el resumen to-
polégico que brinda Mapper, de la clasificacién hecha por t-SNE, nos
brinda una posible via con la cual podamos medir la certidumbre que
se tiene sobre la asignacién hecha para cada una de las nuevas radio
galaxias que estdn aun sin clasificar.






Apéndice A

Anexo: Tutorial, libreria
TDA en R

Ejemplo. Vamos a generar en R un conjunto de 25 puntos de S! puntos
en R con el cédigo que mostraremos abajo. En la figura [A-1] podemos
ver los puntos generados y en la figura [A-2].

#Ejemplo 1.
library(TDA)
library(rgl)

#generamos 25 puntos de la esfera S72:

ptos <- sphereUnif(n=35, 2, r = 1)
#plot3d(ptos) #para ver la esfera de forma tridimencional.

maxscale <- 5 # limite para la filtracion.

maxdimension <- 1 # componentes y loops.
DiagRips <- ripsDiag(X=ptos,maxdimension, maxscale)

plot (DiagRips[["diagram"]], barcode = TRUE, main = "Barcode")

En la figura [A-2] las barras negras representan las componentes
conexas y las barras negras los lazos.
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A Anexo: Tutorial, libreria TDA en R

T~ T TN

0.5
ptos[,3]
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ptos(.2] ~

ptos[, 1]

Figura A-1: 25 puntos aleatorios en la esfera S*.

Barcode

Figura A-2: Codigo de barra de los 25 puntos antes generados
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