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Introduccién

Estas notas son parte de un esfuerzo del Centro de Investigaciéon en Matemédticas (CIMAT) por es-
tudiar el reciente desarrollo del area de anédlisis topolégico de datos, donde la topologia y la geometria,
la probabilidad y la estadistica, asi como la computacién se juntan para dar cabida a varios resultados
que parecen ser prometedores, a pesar de la temprana edad en la que se encuentra el tema. El objetivo
principal de las notas es hacer accesible el lenguaje topoldgico utilizado en la técnica bésica del andli-
sis topologico de datos: la homologia persistente. Este tema se estudia mediante unos resimenes de
informacion, llamados diagramas de persistencia, a los cuales se les pueden hacer estudios estadisticos
para obtener informacién relevante sobre lo que la forma de los datos representa. Es decir, al lograr
representar un cimulo de informacién, que puede provenir de muy distintas fuentes, como un conjunto
de puntos en un espacio euclidiano se busca entender qué significan las cualidades topoldgicas, como
son las componentes conexas o la cantidad y cualidad de los agujeros, que presenta dicho conjunto.
Por supuesto, no hay una interpretacién tnica de cada rasgo topolédgico y si es de interés o no para el
estudio en cuestiéon depende de lo que se busque en cada caso.

Los diagramas de persistencia resumen la relacién que tienen los agujeros de un objeto entre
si y la condensan como puntos en una grafica de la cual puede leerse mucha informacién. Lo que es
importante saber es que esos puntos marcados son colocados de acuerdo a las cualidades topoldgicas
que se observan en el conjunto de datos, y que se adquieren mediante la computacién de los niimeros
de Betti, que no son otra cosa que dimensiones de ciertos espacios vectoriales construidos a partir de
la estructura que tiene el conjunto de puntos. Asi pues, es primordial entender esta construccién, la
homologia, para entender qué codifican los diagramas de persistencia.

La homologia es un tema muy amplio y aqui no tendremos oportunidad de revisarla toda, de
hecho, nuestro estudio serd muy superficial, encaminado a aplicarlo inmediatamente a la creacion de
los diagramas de persistencia. Sin embargo, la persona que lea con cuidado el primer capitulo de estas
notas podra entender bien la idea que pretende capturar la homologia y se convencera de que, en efecto,
refleja la forma del objeto estudiado. Es importante recalcar que en el primer capitulo no aparecen
las pruebas de la mayoria de los resultados enunciados, pues se da preferencia al desarrollo de la idea
en lugar de a los tecnicismos del tema. Es recomendable leer otras fuentes para complementar las
demostraciones, en caso de estar interesado en ellas.

El segundo capitulo intenta explicar de la manera mas rigurosa posible la construccién de los
diagramas de persistencia y sus propiedades bésicas. Por lo tanto, a diferencia del primer capitulo, se
presentan todas las demostraciones y varios calculos especificos. La exposicion sigue principalmente al
libro Computational Topology de Herbert Edelsbrunner y John Harer y al libro Topology for Computing
de Zomorodian. Es importante recalcar que las definiciones de independencia inicial y final, asi como
su equivalencia, y la definicién de familia y generacién las he dado yo y no aparecen explicitamente en

ninguno de los textos que consulté. Introduje todas estas definiciones con el objetivo de formalizar la
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prueba del teorema fundamental de la persistencia, que en el primer libro aparece con una justificacién
basada en inclusion y exclusién que, en efecto, refleja la idea detras de la prueba pero nunca considera
la necesidad de que las clases sean independientes de ninguna manera, dejando su definicién de p;;
muy vaga y, de interpretarse literalmente como se presenta alli, da como resultado un enunciado falso.
El segundo libro no menciona el teorema explicitamente, y construye los diagramas de persistencia de
otra forma (equivalente, por supuesto), mas apegada a la idea de independencia que yo presento aqui.

Es importante enfatizar que estas notas no son exhaustivas y funcionan inicamente como una intro-
duccién al primer tema importante del area. Los estudios estadisticos en los diagramas de persistencia,
los algoritmos éptimos para calcular los diagramas de persistencia u otras cualidades deseables, asi co-
mo aplicaciones concretas no aparecen en la versién actual, pero los dos libros mencionados, asi como
una miriada de articulos disponibles en linea, dan muchisimo material para entender y disfrutar de
este tema de tanta actualidad.

Finalmente, aprovecho aqui para agradecer al Dr.Victor Pérez Abreu por invitarme a participar
en este proyecto. También agradezco al CIMAT, pues es gracias a su apoyo académico y econémico,
asi como su ambiente de ferviente intercambio de ideas, mediante seminarios, escuelas, veranos y cursos,
los que hicieron posible la creacién de las notas. No debo dejar de mencionar el apoyo que recibi de
varios estudiantes que leyeron las notas y me dieron comentarios y correcciones que he intentado incluir
en estas notas, en especial a Guillermo Elias Martinez Dibene, quien revisé muy cuidadosamente el
escrito y aportd la gran parte de las mejoras que estas notas presentan ahora.

Malors Emilio Espinosa Lara

Guanajuato, México
2015



Capitulo 1

Homologia simplicial

1. Introduccién

La homologia es una herramienta esencial, no solo de la topologia algebraica, sino de toda la
matematica. Generalizaciones de la homologia que nosotros estudiaremos se han llevado a cabo en
diversas areas de las matemadticas: geometria diferencial y algebraica, ecuaciones diferenciales, andlisis
arménico, e incluso hay un area del algebra abstracta que se dedica al estudio axiomético de esta
teoria, el dlgebra homoldgica. Esta teoria tiene sus inicios en los trabajos de Poincaré a principios del
siglo pasado y ha sido desde entonces que nuevos resultados se han demostrado y utilizado en diversas
ocasiones. Aunque hay que decir que la idea de la homologia ya estaba presente en muchos contextos
antes de su introduccién formal, como por ejemplo en los trabajos de geometria diferencial sobre la
clasificacién de superficies, o en varios resultados que arrojaban los calculos de las férmulas integrales
de Cauchy.

La homologia no es esencialmente dificil, pero es un paso de abstraccion fuerte que todo matematico
debe aprender. Lo que dificulta su aprendizaje es la gran cantidad de preliminares que hay que utilizar
para lograr darle sustento a la idea intuitiva que pretende capturar: la forma de un objeto mediante sus
agujeros y como se relacionan éstos. Sin embargo, como el objetivo de estas notas no es ser exhaustivo
en este tema, pues ya hay bastantes referencias excelentes, sino mostrar una nueva aplicacién de este
tema al andlisis topolégico de datos, no pondremos las demostraciones a la mayoria de los resultados de
este capitulo pero indicaremos en que libros pueden buscarse tales resultados. Cabe destacar que gran
parte de la exposicién que presentamos en este capitulo se ha basado en el libro Algebraic Topology de
C.R.F. Maunder. Otra excelente referencia a este tema es el libro Homology Theory de Vick.

Finalmente, hay muchas clases de homologia, pero nosotros utilizaremos la mas simple, pues es
esta la que se utiliza en el segundo capitulo. Dicha versién recibe el nombre de homologia simplicial, y
es posiblemente la mas sencilla de entender, pero debido a la gran cantidad de hipétesis que requiere
para construirse, se vuelve limitada rapidamente. Por ejemplo, ciertos teoremas que en otras versiones
son mas simples para esta versién se vuelven mas tediosos de aplicar o demostrar. Lo mencionaremos
después, pero posiblemente la versién méas aceptada de la homologia es la conocida como homologia
singular.

Por cierto, es importante decir que la homologia tiene una construcciéon dual, la cohomologia, que
en ciertos casos es mas poderosa por la manera en que estructura la informacién. En estas notas no
tendremos oportunidad de estudiar este punto de vista, pero no por que no sea 1til sino porque al

nivel en que estudiaremos la persistencia no sera necesario introducir la cohomologia.

2. Definiciones basicas

En esta seccién presentaremos las definiciones a partir de las cuales se construira la teoria de homo-

logia. Como nuestro objetivo no es hacer un recuento de dicha teoria sino solo introducir cudles son sus

3



4 1. HOMOLOGIA SIMPLICIAL

ingredientes principales y cémo se utiliza habra ciertos conceptos que en una exposicién més centrada
en el tema se verian pero que nosotros no pondremos. Asi mismo, recordamos que no mostraremos las
demostraciones de las proposiciones, méas bien intentaremos concentrarnos en la parte geométrica de

su contenido. Comenzamos con la siguiente:

DEFINICION 1. Los puntos ag, ai, ...,a, en R™ son independientes si los vectores a; — ag, as —

ag, ..., an, — ag son linealmente independientes.

OBSERVACION 2. Un hecho importante es que la propiedad de n + 1 puntos de ser independientes
depende unicamente de los puntos y no del orden que se les haya dado, es decir, no depende de la

eleccion de ag.
La importancia de esta definicién radica en la siguiente

DEFINICION 3. Sean ag, ..., a, puntos independiente. El simplejo generado por dichos puntos es

denotado por < ag, ..., an > 0 por A(ag, ..., a,) y consiste de todos los puntos de la forma
n
> N
i=0

n
donde \; > 0y Z Ai = 1. A los puntos ag, ..., ar se les llama los vértices del simplejo y al nimero
i=0
n su dimension.
OBSERVACION 4. A un punto de la forma descrita en la definicién se le llama combinacidn lineal
convexa de los puntos ag, ..., a,. Asi, el simplejo generado por n+ 1 puntos independientes consiste de

las combinaciones lineales convexas de los mismos.

Cuando nos refiramos a un simplejo siempre querremos implicar que estd formado de la forma
descrita en la definicién. Hemos hablado de la dimension y de los vértices de un simplejo y la razén

por la que estos conceptos estdn bien definidos es la siguiente

PROPOSICION 5. Sea A un simplejo generado por ag, ..., y. Si by, ..., by, son puntos independientes
tales que A(bg, ...,bm) = Alag, ...,a,) entonces m = n y el conjunto {bg, ...,by,} es un reordenamiento
de {ag, ...,an}.

Un simplejo es un subconjunto de R™ para algin m y adquiere una topologia como subespacio
del mismo. Ademads la topologia obtenida asi es exactamente la misma que la inducida al restringir la

métrica de R™ al simplejo. Tenemos la siguiente:

PROPOSICION 6. Un simplejo es un subconjunto compacto, conexo y convezo del espacio euclideano

que lo contiene.

OBSERVACION 7. Es importante entender lo que estas propiedades nos dicen del simplejo como
figura geométrica por si sola y no tanto como subconjunto de un espacio euclidiano, por lo que men-
cionamos un poco la idea detrds de la prueba. La compacidad nos estd diciendo que toda sucesion en
el simplejo tiene una subsucesion convergente, y eso no deberia sorprendernos por la forma que tienen

los puntos del simplejo. Digamos que la sucesion estd dada por puntos

n
Pe =Y Aiei,
i=0
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para algunos \i, k =1,2,3,... yi=0,...,n. Por lo tanto, como A}, A5, \}... es una sucesién en [0, 1]
)\1

se tiene, por el teorema de Borel- Lebesgue que hay una subsucesion que converge, digamos A PR

A2

subsucesion que converge. Repitiendo este argumento una y otra vez, llegaremos a que existe una

ny?

Fijdndonos ahora en la sucesion A2 concluiremos, por el mismo argumento, que habrd una

TREA" PERTE

sucesion de enteros positivos ny < ng < ng < ..., tal que kh'rn /\fwC =X €[0,1] conj=0,1,...,n— 1.
—00

Finalmente, como para cada k se cumple que

A o=1-=X) —. .=t
al sacar limite obtenemos que
A= 1m Al =1-X0— . — A"
k—o0

mostrando que existe tal sucesion convergente. La esencia de este argumento radica en que dado un

punto
n
b= Z )‘zei7
i=0

los coeficientes (A, ..., \™) pueden pensarse como una especie de coordenadas (que suelen llamarse
coordenadas baricéntricas) y que, por lo que acabamos de mencionar, funcionan bien con los limites,
en el sentido de que si una sucesion convergente de puntos tiene coordenadas baricéntricas ()\2, AT su
limite tiene coordenadas baricéntricas dadas al obtener el limite en cada entrada. Esto es precisamente
lo que ocurre con puntos en R™ y es bueno saber que puede generalizarse con cuidado a estos simplejos.

Que sea conexo dice precisamente que consiste de un solo bloque, y es inmediato pues por la manera
en que estd definido un simplejo, el segmento que los une estd contenido en el simplejo. Para ver esto

basta tomar la combinacion lineal, por ejemplo en coordenadas baricéntricas,
t()‘()a ey >‘7l) + (1 - t)( 67 ceey A;’l))

y se cumple que siguen siendo coordenadas baricéntricas de algun punto, pues

(1) zn: (tAr) + (1 = 1)A}) 7tZAk+ (1—1) Z/\ —t+1—t=0.
k=0

En resumen, existen unas coordenadas para trabajar en los simplejos, que funcionan de manera na-

tural para hacer combinaciones convezxas y para obtener limites, por lo que en ocasiones identificaremos
n

al punto p = Z Ne; con la coordenada (A, ..., \").
i=0

Ahora que hemos definido los bloques con los que construiremos la teoria pasamos a definir las
funciones que preservan su estructura.

DEFINICION 8. Sean Afag,...,an) y A(bo, ..., b ), simplejos, no necesariamente de la misma di-
mension ni contenidos en el mismo espacio euclideano. Una funcion

f : A(a()a ey an) - A(bo, ) bm))
es una funcion simplicial si
1. Preserva vértices, es decir, para cada i =0, ...,n, f(a;) € {bg, ..., bm },

2. Preserva combinaciones lineales, es decir,
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Z Aia; | = Z Aif(a;).
1=0 =1

OBSERVACION 9. 1. Note que la asignacion de vértices puede no ser inyectiva, por lo que
la combinacion lineal obtenida puede temer vértices repetidos. Esto mo es un problema pues
se mantiene siendo una combinacion lineal convexa pues, a pesar de que se reagrupan los
coeficientes siguen sumando 1 y siendo no negativos (obviamente, a los vértices que no aparecen
les corresponde el coeficiente 0).

2. Observe que una funcion simplicial no necesariamente preserva coordenadas homogéneas, pre-
cisamente por el hecho de que la cantidad u orden de los vértices puede cambiar. Sin embargo,
es posible escribir una funcion simplicial en coordenadas baricéntricas, siguiendo la misma
idea para escribir una transformacion lineal respecto a bases, o transformaciones proyectivas

respecto a coordenadas homogéneas.

Para ejemplificar lo anterior consideremos los simplejos Ay = A(eg,e1) y Ay = A(eg, €1,€2) vy las
funciones simpliciales ¢; : Ay — Ao, i =0,1,2, dados por
co(z) = (1 —x)eg + xea,
c1(z) = (1 —x)eg + zea,
co(z) = (1 — x)eg + zey.

Sus representaciones en coordenadas baricéntricas son:

co(,y) = (0,2,y),
a(z,y) = (2,0,y),
ca(z,y) = (2,9,0).
Estas son todas las funciones simpliciales ¢ : A; — As pues lo que hacen tales funciones es

parametrizar el segmento que une dos vértices en As. Una vez que se han escogido la imagen del
0 y del 1 bajo ¢, solo hay una manera de extender la funciéon para que sea simplicial: extendiendo

linealmente. De este ultimo comentario y de la definiciéon anterior es clara la siguiente

PROPOSICION 10. Sean Alag, ..., an) y A(bg, ..., bm), simplejos, no necesariamente de la misma

dimension ni contenidos en el mismo espacio euclidiano. Dada una funcion
A:{ag,..yan} = {boy .oy bin }s
existe una unica funcion simplicial
f : A(a(), ceny an) — A(b()7 vy bm>7

que extiende a A. Dicha funcion se obtiene de extender A linealmente.
Las propiedades fundamentales de las funciones simpliciales estdn dadas en la siguiente

PROPOSICION 11. Una funcién simplicial f es continua y cerrada. Mds ain se tiene que
1. si la asignacion de vértices es inyectiva, entonces f es un encaje;
2. si la asignacion de vértices es suprayectiva, entonces f es un cociente;
3. si la asignacion de vértices es biyectiva, entonces f es un homeomorfismo.
En cada uno de estos casos se suele llamar a f, respectivamente, encaje lineal, cociente lineal y ho-

meomorfismo lineal.
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OBSERVACION 12. La razén de ser de esta proposicién es clara si se piensa en coordenadas ba-
ricéntricas. Si la asignacion de vértices es inyectiva, entonces el unico efecto que tiene f sobre las
coordenadas baricéntricas es agregar ceros, correspondientes a los vértices que quizd no se utilizaron.
Esto indica que f sdlo identifica al simplejo dominio con una de las caras del simplejo imagen y, mds
aun, preserva la topologia en su imagen pues se puede dar la funcion inversa que también serd simpli-
cial.

En cambio, sila asignacion es suprayectiva, entonces la coordenada homogénea que corresponde al
vértice imagen v de varios vértices vy, ..., vs del dominio es la suma de las coordenadas homogéneas de
V1, ..., Vs. Por eso es un cociente, pues lo que identifica tal funcion es toda la cara formada por vy, ..., v
en un punto.

Tenemos inmediatamente el importante
COROLARIO 13. Dos simplejos de la misma dimension son homeomorfos.

Debido a este corolario es de esperarse que hubiera un modelo estandar de un simplejo de dimensién
n y en efecto lo hay. Mas precisamente tenemos la siguiente

DEFINICION 14. Sea n un entero no negativo. El simplejo estdndar de dimensién n es
A, = A(607 €1,y en)

donde eg =0 y e1,...,e, es la base estandar de R™.

Podemos pensar geométricamente a los simplejos como deformaciones de los simplejos estdndar.

3. Construcciones fundamentales

Para poder entender a los objetos que nos interesa construir primero necesitamos entender ciertas

relaciones entre distintos simplejos. La relacién fundamental es la siguiente:

DEFINICION 15. Sean 7 y o dos simplejos en el mismo espacio euclidiano. Decimos que T es
una cara de o, o que T es un subsimplejo de o si todos los vértices de T son vértices de o. Si T
es de dimension n decimos que T es una cara de dimension n de 0 o que T es una l-cara de o.
Denotaremos esta relacion por T < o y pondremos T < o si sabemos que T estd estrictamente contenido

en o.

Note que 8 < R para cualquier simplejo K. Los objetos que nos interesan se forman a partir de
simplejos como indica la siguiente

DEFINICION 16. Un complejo simplicial es un conjunto finito & de simplejos simpliciales en R™
tales que:
1. SiT <0 yo € R entonces T € R,

2. SiT,0 € R entonces TN o es una cara de o y de T.

A la dimensidn mds alta de los simplejos contenidos en K se le llama la dimension de K. En muchas

ocasiones a un complejo simplicial lo llamaremos simplemente complejo.

OBSERVACION 17. De manera menos formal, un complejo simplicial puede pensarse como un objeto
que se forma a partir de simplejos que se pegan, pero tal pegado debe hacerse unicamente mediante

caras que embonan perfectamente.
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Asociado a cada complejo existe un conjunto de puntos en el espacio euclideano que los contiene

que es muy importane. Su definicién precisa es:

DEFINICION 18. Sea & un complejo simplicial. Definimos su poliedro asociado | & | como el

conjunto de puntos en R™ que pertenecen a al menos un simplejo de R, es decir,

| R |= U o.
ocER
OBSERVACION 19. Podria parecer pedante que distingamos un complejo simplicial de su poliedro,
pero esta distincion es imprescindible. A lo largo de las siguientes secciones veremos por qué esta
distincion es tan tmportante pero cabe decir que un poliedro es un subconjunto de puntos en R™ que no
tiene por qué tener dada una division como simplejos, o mucho peor, en caso de tener una posiblemente
tendrd infinitas. En tal caso es importante saber cudles propiedades dependen de la division en simplejos

y cudles solo dependen del conjunto de puntos.

De la misma manera que con los simplejos, el poliedro asociado a un complejo adquiere una
topologia del espacio ambiente que lo contiene, pero ya mencionamos que dada una dimensién todos
los simplejos de tal dimensién son homeomorfos por lo que la topologia realmente no depende del

espacio ambiente. El resultado andlogo para poliedros es la siguiente

PROPOSICION 20. Sea & un complejo simplicial. Un subconjunto C C| & | es cerrado si y sdlo si
CnNo es cerrado en o para todo o € K. En particular, como la topologia de los simplejos es independiente

de R™, la propiedad de ser cerrado depende unicamente de R y no de su espacio ambiente.

OBSERVACION 21. Esta proposicidn requiere algunos comentarios para entender qué estd indicando.

No intentamos ser muy rigurosos, sino que intentamos explicar porque es esencial esta proposicion.

1. Para empezar, un poliedro es una union finita de simplejos y como los simplejos son conjuntos
compactos de R™ se sigue que | R | es un subconjunto compacto del espacio que lo contiene.
En particular, un poliedro es cerrado en el espacio que lo contiene y por lo tanto, para un
subcongunto C C| R | el ser cerrado en la topologia del subespacio y el ser cerrado en el espacio
ambiente coinciden.

2. Dados dos espacios topoldgicos X,Y y una funcion continua f : A C X — Y existe una
manera de pegar a X con Y mediante la funcion f. Lo que se hace es considerar la union
disjunta de ambos espacios y luego hacer cociente, identificando en ese espacio, a los puntos
x € A con f(x) € Y. Esta manera de construir espacios topoldgicos corresponde a la idea de
unir objetos distintos al pegar parte del primero sobre cierta parte del sequndo y dejar intacto
el resto.

3. El hecho de que todos los simplejos de la misma dimension sean homeomorfos indica que estos
objetos traen una topologia candnica y podriamos intentar pegar dos de ellos, mediante alguna
cara, con el proceso descrito en el punto anterior. Por lo tanto, al hacer una union de estos
objetos, al pegarlos a lo largo de su caras, nos permite imponer una topologia en el objeto
obtenido que no viene de ningun espacio ambiente sino de la topologia que las caras ya traen
con ellas. En otras palabras, dado el simplejo ya hay una manera de decidir qué colecciones
de puntos serdn cerradas de acuerdo a como se descomponen como pedazos de los distintos

simplejos.
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4. Asi que un complejo dado genera dos espacios topoldgicos distintos: el poliedro | R | y el que se
obtiene, de forma abstracta, pegando como se indica en el sequndo punto una y otra vez hasta
embonar todos los simplejos. Lo que esta proposicion nos estd diciendo es que estos dos objetos
son homeomorfos, pues precisamente que un subcongunto sea cerrado en | 8| es equivalente a

que este formado de pedazos cerrados en la topologia inherente a cada simplejo.

No entraremos en mas detalle, pero hay una manera de trabajar con la topologia de estos poliedros
que ignora por completo como estan los simplejos encajados en el espacio ambiente y sélo se fija en
como estdn pegados los simplejos entre si (la manera se basa especificamente en el punto dos anterior).
La proposicién implica que la informacién topoldgica que se obtiene no depende del complejo y es una
caracteristica del poliedro, sin importar en cudl espacio ambiente esté metido, tal como ocurria con los
simplejos.

Un poliedro puede descomponerse en simplejos, por definicién, pero hay otras maneras en que

puede descomponerse. Una de ellas es muy importante y la abordamos a continuacién:

DEFINICION 22. Sean £, £ dos complejos. Decimos que £ es un subcomplejo simplicial, o

simplemente, subcomplejo de £ si & C £.
La proposicién 20 anterior implica inmediatamente la siguiente
PROPOSICION 23. Sean £ un subcomplejo de £, entonces | £ | es un subconjunto cerrado de | £ |.
La proposicién esencial para la descomposiciéon que hemos prometido es

PROPOSICION 24. Sea & un complejo. El subconjunto
Rj = U {o},
cefRdimo<j

es un subcomplejo de K.

DEFINICION 25. Sea 8 un complejo. El subcomplejo R, j = 0,1,...,dim R, se conoce como j-
esqueleto de R.

OBSERVACION 26. Notemos que
dim &

f=J &,
j=0
y que ademds Ky C ... C Raim g- En particular,
| Ro |C C| Rdim & ‘,

es una exhauscidn por compactos de | 8 |.
Otra consecuencia sencilla de la proposicién 20 es la siguiente

PROPOSICION 27. Sea & un complejo simplicial. Un subconjunto C C| & | es cerrado si y sdlo si
CN | R; | es cerrado en | R; | para todo j = 0,1, ...,dim .

Finalmente, debemos atender el concepto de funcién entre complejos. Realmente no se consideran
funciones definidas en los complejos sino en sus poliedros, pues son estos los que son subconjuntos de
espacios euclidianos. Lo que se hace es definir el concepto localmente, utilizando el hecho de que los

poliedros estan formados por simplejos, donde el concepto de funcién simplicial ya esta dado.



10 1. HOMOLOGIA SIMPLICIAL

DEFINICION 28. Sean &, £ dos complejos, f :| & |—=| £ | una funcién entre ellos y sea T € R.
Diremos que f es simplicial en T si existe o € £ tal que:
1. f(r) Co,
2. flr: 7 — o es simplicial.

Diremos que f es simplicial si es simplicial en T para todo T € K.

OBSERVACION 29. 1. Dado un T € R pueden existir varios o € £ que cumplan que f(1) C o,
pero esto mo presenta ningun problema pues siempre hay uno menor, a saber la interseccion
de todos los o con tal propiedad, y basta verificar que sea simplicial al restringir el codominio
alli.

2. Nuevamente, una funcion simplicial envia simplejos generados por vértices del complejo a la

cara generada por las imdgenes, pero no necesariamente serd de la misma dimension.
La siguiente proposicién da una especie de converso a la afirmacion anterior:

PROPOSICION 30. Sean £,£ dos complejos y supongamos que para cada 7 € & estd dada una
funcion simplicial f; : T — o, para algin o € K. Si se cumple que n < T implica que fr |,= fy,

entonces existe una unica funcién simplicial f :| & |—| £ tal que f|, = fr para todo T € R.

OBSERVACION 31. Gracias a esta proposicién sabemos que las funciones simpliciales son preci-
samente aquellas que se obtienen de pegar funciones simpliciales en simplejos. Aunque nosotros no
iremos en esa direccion, hay teoremas importantes sobre homologia y funciones inducidas, conceptos
que definiremos mds adelante, que se basan en la capacidad de descomponer poliedros en subpoliedros
que se entiendan mejor y hacer lo andlogo con funciones simpliciales.

Finalmente, tenemos la siguiente

PROPOSICION 32. Una funcién simplicial f es continua y cerrada. Mds ain se tiene que

1. si f es inyectiva, entonces f es un encaje;

2. si [ es suprayectiva, entonces f es un cociente;

3. si [ es biyectiva, entonces f es un homeomorfismo.
En cada uno de estos casos se suele llamar a f, respectivamente, encaje lineal, cociente lineal y ho-
meomorfismo lineal.

4. Espacios topolégicos triangulables

No todos los espacios topoldgicos son homeomorfos a poliedros y eso evita que podamos hablar de
muchos espacios de la misma manera que hemos hecho hasta ahora. Como queremos insistir en aplicar

nuestros métodos a espacios mas generales tiene sentido que demos la siguiente:

DEFINICION 33. Sea X un espacio topolégico. Decimos que X es triangulable si existe un com-

plejo simplicial & y un homeomorfismo h :| 8 |— X. Decimos que (&, h) es una triangulacion de
X.

Si un espacio X tiene dos triangulaciones (£1,h1) y (82, he), es claro que | &1 | y | R | son
homeomorfos. Sin embargo, eso no quiere decir que sean linealmente homeomorfos. De hecho, por lo
general no lo son, pues tendran distinta cantidad de vértices, aristas, caras, etc... Un ejemplo de esto
ya puede verse desde el circulo: si X = S!, distintas triangulaciones de X estdn dadas por diversos

poligonos, como puede verse en el siguiente dibujo.
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Este hecho nos lleva a hacernos las siguientes preguntas:

1. ;Es posible triangular todo espacio topoldgico X?
2. (Es posible comparar dos triangulaciones del mismo espacio X de alguna forma?
3. ;Qué propiedades dependen tnicamente de X y no de su triangulaciéon?

Estos temas son fundamentales asi que dedicaremos nuestra atencion a cada uno de ellos momen-
taneamente.

4.1. ; Es posible triangular todo espacio topoldgico X? Sea £ un complejo simplicial.
En la seccién anterior mencionamos que la topologia de | & | puede entenderse como la topologia
del subespacio que obtiene de R™, y por lo tanto una manera de atacar esta pregunta es buscar
propiedades que se hereden de R™. Una tal propiedad es ser Hausdorff; recordemos que una espacio
topoldgico X es Hausdorff si dados dos puntos distintos p,q € X existen abiertos disjuntos U, V tales
que p € U, q € V. Como todo poliedro es subespacio de un espacio euclidiano, tendra que ser Hausdorff,
de donde cualquier espacio que no cumpla tal propiedad no sera triangulable.

Un conjunto grande de ejemplos de espacios topologicos que no son Hausdorff y que son muy
importantes son las variedades algebraicas. No entraremos en muchos detalles sobre este tema pero

platicaremos rapidamente un ejemplo:

DEFINICION 34. Sean fi,..., fn € Clx1,...,zm] polinomios. Definamos el conjunto algebraico
generado por fi,..., fn como

V(fi,-s fn) ={p € C™ | fi(p) =0}

OBSERVACION 35. Los conjuntos algebraicos son precisamente los ceros comunes de polinomios.
Por ejemplo, en C basta preocuparse por conjuntos algebraicos asociados a unicamente un polinomio,
pues puede sustituirse al conjunto f1, ..., fn por su mdximo comun divisor. Sabemos que todo polinomio
tiene una cantidad finita de raices, de donde los conjuntos algebraicos en C son precisamente sus

subconguntos finitos, junto con C mismo (asociado al polinomio 0).

Resulta ser que los conjuntos algebraicos satisfacen las propiedades de ser cerrados de una topo-
logia, es decir, se tiene la siguiente

PROPOSICION 36. Se cumple que

1. @ y C™ son conjuntos algebraicos.
2. Interseccion arbitraria de conjuntos algebraicos es un conjunto algebraico.

3. Union finita de conjuntos algebraicos es un conjunto algebraico.
Gracias a esta definicién tenemos que puede definirse una topologia en C™:

DEFINICION 37. La topologia obtenida en C™, al declarar a los conjuntos algebraicos como cerrados,
se conoce como la topologia de Zariski.

Esta es la topologia que se utiliza en la geometria algebraica y es de suma importancia.
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PROPOSICION 38. La topologia de Zariski en C™ no es Hausdorff.

OBSERVACION 39. Por ejemplo, en C los abiertos no vacios son los complementos de conjuntos
finitos y claramente cualesquiera dos de ellos se intersectan en una infinidad de puntos. De alli se

sigue que en C esta topologia no es Hausdorff.

Con esto hemos visto que hay espacios topolégicos que no son Hausdorff y que aparecen de manera
natural y que, de hecho, resultan ser muy importantes. Claramente estos espacios no son homeomorfos
a un poliedro. Con esto no queremos implicar que las triangulaciones no se utilicen en la geometria
algebraica, si se utilizan, pero dan una definicién alternativa. En vez de insistir con la definicién de
triangulacién directamente, se buscan propiedades que tienen los espacios triangulables y se generalizan
estas propiedades. S6lo por mencionarlo, a modo de ejemplo ya que utilizamos el tema, eso es lo que
se hace para utilizar las consecuencias de que un espacio sea Hausdorff, a pesar de que la topologia de
Zariski no lo es.

Sin embargo, tendremos que aceptar que buscar contraejemplos de esta forma es insatisfactorio,
pues quisieramos saber si hay ejemplos de objetos no triangulables pero que si cumplan las propiedades
que cualquier conjunto de R™ adquiriria del espacio ambiente. La respuesta a esta pregunta ha sido
muy importante, pues en efecto, hay una familia de espacios topoldgicos muy agradables para trabajar
vy que siempre pueden encontrarse dentro de R™. Los espacios de los que hablamos se llaman variedades
topoldgicas y miembros de esta categoria son las esferas, toros, espacios proyectivos, las grassmanianas,
subgrupos de matrices, etc.

La definicién es algo técnica, asi que mejor nos concentramos en la idea esencial de las variedades
topolégicas. Un espacio topolégico M sera una variedad topoldgica si localmente es homeomorfa a
R™, para un n fijo a lo largo de M. Hay que pedir que sea Hausdorff y segundo contable, pero estos
son detalles técnicos para ciertos teoremas importantes, pero lo esencial es lo localmente euclidiano.
Como ya mencionamos, muchos espacios conocidos tienen esta estructura y la gran mayoria de ellos
se sabe que son triangulables. Por ejemplo, las esferas, los toros o los espacios proyectivos son todos

triangulables. Eso nos lleva a la siguiente
CONJETURA 40. Toda variedad topoldgica admite una triangulacion.

Si no se ha trabajado mucho con estas estructuras quiza lo siguiente no parezca sorprendente,
pero ya una vez conocidos estos objetos, que tienen suficiente estructura para trabajar con ellos, es
sorprendente que la respuesta a la conjetura es no. Esto nos debe llevar a pensar que pedir que un
espacio topoldgico sea triangulable es pedir demasiado, de hecho, precisamente por eso esta definicién
se ha modificado en muchos aspectos y ha dado cabida a otro tipo de espacios (por ejemplo, los
complejos CW) donde varias de las hip6tesis de una triangulacién se relajan. Contraejemplos a esta
conjetura aparecen a partir de dimensién cinco.

También hay que dar resultados positivos. Una familia donde las triangulaciones si son posibles se

obtiene al pedir ain mas a las variedades topoldgicas. Tenemos
PROPOSICION 41. Toda variedad diferenciable es triangulable.

OBSERVACION 42. Recordemos que una variedad topoldgica es diferenciable si localmente es di-
feomorfa a R™. Definir concretamente como definir difeomorfismo es delicado, pues el concepto de
homeomorfismo ya estd dado en cualquier espacio topoldgico. Sin embargo, el concepto de difeomorfo

requiere tener la capacidad de derivar en algun sentido y eso no se pide en una variedad topolégica,
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asi que se tiene que agregar una estructura extra que se encarque de definir cuales son las funciones

que serdn diferenciables.

No ahondaremos més en esta parte, pero esperemos haya quedado claro que pedir que un espacio

sea triangulable si es pedir bastante de ella.

4.2. ;Es posible comparar dos triangulaciones del mismo espacio X de alguna for-
ma? Ahora supongamos que X ya es triangulable, es decir, existe un complejo simplicial & y un
homeomorfismo h :| R |— X. Deberia ser claro que, salvo que X sea una coleccién finita de puntos,
siempre podremos encontrar mas triangulaciones a partir de la que ya tenemos K. Como es de interés
definir propiedades utilizando la triangulacién, es importante que dadas distintas triangulaciones los
conceptos que se definan utilizandolas coincidan, o al menos, sus diferencias puedan controlarse.

La idea usual es dividir los simplejos de un complejo en otros, de tal manera que el poliedro

asociado no cambie. Ahora describiremos la manera estandar de hacer esto:

DEFINICION 43. Sea & = A(vy, ..., v,) un simplejo. El baricentro de & se define como el punto

Vo + ... + Uy

G:
n+1

OBSERVACION 44. Notemos que las coordenadas baricéntricas del baricentro son

1 1
n+1"""n+1)"

Hay una subdivision muy natural que se obtiene al agregar los baricentros de todas las caras de

G. Describirla més formalmente es un poco técnico pero se basa en la préxima

PROPOSICION 45. Sea & un simplejo y sean 09 < 01 < 03 < ... < 0}, caras de &. Se cumplen

= [0s baricentros gy, 071, ..., 0 son linealmente independientes y generan un simplejo de dimension
k que denotaremos F(s), donde por s nos referiremos a la sucesion de simplejos o9 < o1 <
o2 < ... <oy,

= el conjunto

& = J{F(s)},

donde la union se lleva a cabo sobre todas las posibles sucesiones s de caras de &, es un
complejo simplicial.

v los poliedros | S| y | S"| coinciden, es decir, | S’ |=| S |.

Utilizando esta proposicién tiene sentido el siguiente

TEOREMA 46. Sea R un complejo y definamos
f=U U
ceERTET
Entonces R es un complejo simplicial y | & |=| R |.
DEFINICION 47. Sea & un complejo dado. El complejo & construido en el teorema anterior se

llama subdivision baricéntrica de R y al proceso de obtenerlo se le conoce como el proceso de

subdivision baricéntrica.
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OBSERVACION 48. Nada evita que sigamos haciendo subdivisiones baricéntricas una y otra vez, y
de hecho es muy importante hacerlo para la demostracion de resultados esenciales para la homologia.
Cuando hemos efectuado la division baricéntrica k veces, al complejo obtenido se le llama la k-ésima

subdivision baricéntrica de & y se le denota por &%), Nétese que | &) |=| & |.

Pretendemos comparar dos triangulaciones distintas mediante subdivisiones baricéntricas sucesi-
vas. Esta no es la tinica manera de subdividir, pero cualquier otra propiedad que pudieramos obtener
mediante otro proceso podréd también obtenerse mediante esta subdivision. Esto deberia enunciarse con
mas cuidado que el aqui mostrado, pero nos contentaremos con restringirnos a este proceso. Tenemos

la siguiente

DEFINICION 49. Sean (£1,h1) y (82, h2) dos triangulaciones de X. Decimos que son combi-
natorialmente equivalentes si existe una tercera triangulacion de X, (Rs3, h3) tal que Rs es una

subdivision baricéntrica tanto de K1 como de Rs.

Una conjetura muy famosa e importante, conocida como la conjetura principal (o Hauptvermu-

tung), es

CONJETURA 50. Cualesquier dos triangulaciones del mismo espacio son combinatorialmente equi-

valentes.

Lamentablemente esta conjetura es falsa, como demostré John Milnor en 1961. Por lo tanto, lo
que se intenta hacer después de esta realidad es buscar colecciones de espacios donde quiza si sea
cierta o bien, redefinir el concepto de triangulacién para que se vuelva verdadera. Increiblemente, esta
conjetura y variaciones de ella se mantienen siendo falsas incluso para espacios decentes a partir de

ciertas dimensiones.

4.3. ;Qué propiedades dependen tinicamente de X y no de su triangulacién? Derro-
tados de semejante manera solo nos queda preguntarnos: ;Hay algo que podamos salvar y que no

dependa de las triangulaciones? La respuesta, por suerte, es que si. Demos la siguiente definicién:

DEFINICION 51. Sea & un complejo simplicial de dimensién n, y para cada m sea 3, la cantidad

de caras de & de dimension m. La caracteristica de Fuler de K se define como
X(R)=%0 -1+ — 5+ ...+ (-1)"%,,.
Si X es un espacio triangulable y (&, h) es una triangulacion, definimos la caracteristica de Euler de
X, respecto a (&, h), como
X(X) = x(R).
La definicion de la caracteristica de Euler, como estd definida aqui, depende de la triangulacién.

Por suerte tenemos el siguiente

TEOREMA 52. La caracteristica de Euler es invariante combinatorio, es decir, no depende de la

triangulacion. En otras palabras, si (Ry,h1) y (Re, he) son dos triangulaciones de X, entonces

X(81) = x(R2).

OBSERVACION 53. 1. Observe que este teorema no necesita que las triangulaciones sean com-
binatorialmente equivalentes y eso es lo que la hace realmente importante. La razdn detrds de
esta victoria, que ignora el problema de las subdivisiones, es que la caracteristica de FEuler

puede definirse de una manera totalmente distinta que no requiere de alguna triangulacion.
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La caracteristica de Euler es un nimero importante que aparece una y otra vez en muchos contextos
y de maneras sumamente diversas: ecuaciones diferenciales, topologia diferencial, geometria diferencial,
topologia algebraica, geometra algebraica, etc. Lamentablemente aqui no tendremos oportunidad de

estudiar tales apariciones.

5. Homologia simplicial

En esta seccion definiremos finalmente la herramienta principal para nuestro estudio: los grupos
de homologia. Para comenzar supondremos que tenemos un complejo simplicial finito 8 de dimensién
n. El objetivo de la homologia es cuantificar de manera algebraica cudl es la forma de K, es decir, la
manera en que los diversos agujeros del complejo estan distribuidos en & y como se relacionan entre
si. La idea esencial es observar que simplejos son frontera de otros, una idea que desarrollaremos a lo
largo de la seccidn y que intentaremos volver clara e intuitiva.

El primer paso es definir los objetos algebraicos con los que trabajaremos:

DEFINICION 54. Para cada 0 < m < n definimos el grupo de m- cadenas como el espacio
vectorial libre sobre Zo generado por las caras de dimension m de K. A este grupo libre lo denotamos

por Cp, (R).
OBSERVACION 55. s Por definicion, una m-cadena es una suma formal de la forma
101 + ... + Qnop,

con ay, ..., a, elementos de Zs y 01, ...,0, caras de dimension m de K.
= Sim no estd en el rango 0, ...,n definimos Cy,,(]) = {0}. Esto es consistente con la definicion

pues no hay caras de tal dimension.

Como los coeficientes sobre los que se trabaja la homologia son 0 o 1 siempre podemos pensar a una
m-~cadena como el conjunto de caras que aparecen como sumandos. Esta interpretacién es importante
pues permite ver geométricamente los elementos de C,(8) y volverd mds evidentes varias de las
definiciones que daremos después. De hecho, aprovecharemos esto para mostrar algunos ejemplos que
motivaran las definiciones. No seremos demasiado formales en esta parte pues sélo queremos motivar
las definiciones.

(Cémo detectamos los agujeros de un complejo? Analicemos el siguiente ejemplo sencillo: Sea &
el complejo obtenido de Ag al remover la unica cara 3-dimensional. Este complejo es una pirdmide
hueca y todos estaremos de acuerdo en que tiene un agujero. Pretendemos encontrar dos cosas ahora:
Determinar su dimensién como agujero y encontrar qué caractersticas intrinsecas del objeto determinan
su existencia. Para entender la primera cuestién notemos que si dibujamos cualquier lazo sobre la
pirdmide siempre podremos contraerlo a un punto, es decir, existe superficie de la pirdmide por la cual
puede viajar este lazo para volverse un punto.

De cierta manera esto deberia decirnos que este agujero no es de dimensién 1, pues objetos de dicha
dimensién no se ven afectados por su existencia y pueden tranquilamente contraerse. Sin embargo, si
en vez de eso nos fijamos en un lazo de dimensién 2, dado por las 4 caras, no hay manera de mover
dichas caras de manera que el agujero que tienen dentro desaparezca. Lo que estamos viendo es que
las caras han encerrado un espacio, que no pertenece al complejo, y por el cual no pueden viajar para
contraerse a un punto. Si el espacio que atrapan las 4 caras perteneciera al complejo el fendmeno

anterior no ocurre pues precisamente las caras pueden viajar por ese espacio y contraerse a un punto.
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Este breve ejemplo ayuda a entender como detectar agujeros: los hoyos de un objeto se encuentran
encerrados entre las caras, como si estas ultimas formaran una pared que engloba un espacio por el
que no se pueden mover, lo cual evita se colapsen a un punto. Esto lleva a preguntarnos, jcuando un
conjunto de caras en efecto encierra algo?, y es sensato pensar que lo hace cuando cada cara esta pegada
a otra en cada una de sus caras de dimensién uno menor. Por ejemplo, en el caso anterior cada una de
las caras triangulares esta pegada a otra por cada una de sus aristas. Intuitivamente, si una de las caras
no estuviera pegada a otra para hacer una pared entonces por esa frontera el espacio encerrado podria
salir o conectarse al exterior. Esperemos que estos comentarios hagan claro que es sensato fijarnos en
las caras de dimensién uno menor de un simplejo dado, pues precisamente la manera en que éstas se
peguen indicard si este objeto forma o no parte de una pared.

Con esto hemos dado una primera respuesta a las preguntas indicadas anteriormente: La dimensién
de un agujero serd precisamente la dimensién de las caras que se necesitan para detectarle y las
caractersticas del objeto que le detectan son las maneras en que las caras de una dimension estan
pegadas entre si, mediante sus caras de dimensién uno menor.

Ahora pasaremos a dar las definiciones formales y ver como ellas vuelven formales las intuiciones

que hemos desarrollado hasta ahora.

DEFINICION 56. Para un simplejo o de dimensién m definimos su frontera como la m—1 cadena
que tiene como sumandos todas las caras de dimension m — 1 de o. Extendiendo esta asignacion de
forma lineal nos da una funcion lineal Op, : Cp,(R) = Cp—1(R) llamada la funcidn frontera de nivel

m.

Para ejemplificar este concepto encontremos las matrices que representan a las funciones frontera
para 8 = As. Llamemos a, b, ¢, d a los vértices de Az, entonces por definicién
Co(A3) = Zs[a] @ Za[b] © Za[c] © Z2|d],
Cl (Ag) = ZQ [ab] D ZQ [GC] D Z2 [ad] D ZQ [bC] D ZQ [bd] &) ZQ [Cd],
C2(A3) = Zg[abc] @ Zs[abd] @ Za[acd] ® Zalbed),
Cg(Ag) = ZQ [abcd]
Ahora tenemos que

) = abc + abd 4 acd + bed,
0o (abc) = ab+ ac + be,
O2(abd) = ab + ad + bd,

h(acd) = ac + ad + cd,
Oa(bed) = be + bd + cd,

=)
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de donde las matrices que representan a estas transformaciones (en las bases ordenadas dadas) son:

1
1
=11,
N B
1
1100
1010
011 0
9y =
100 1
010 1
001 1
11100 0
100110
oy =
010101
001011
9 =0

Observemos que al componer dos funciones frontera consecutivas, por ejemplo, al multiplicar sus

matrices obtenemos que siempre da la funcién cero. Es decir,
8’rn—l © a?n = 0.

Resulta ser que esta no es una coincidencia sino que siempre ocurre como se enuncia en la siguiente
PROPOSICION 57. Sea & un complejo simplicial, entonces para cada m se cumple 8,1 © O, = 0.

La proposicién anterior también es geométricamente intuitiva: la funcién frontera detecta en sus
imagenes a todas las cadenas que atrapan espacio dentro de ellas. Lo anterior, pues al considerar una
m-cadena ¢, lo que hace 9,,(c) es devolver la frontera de ¢, la cual atrapa dentro de ella precisamente
a c. Y ya hemos comentado anteriormente que si una cadena encierra espacio entonces todas sus
caras tienen que estar pegadas a otra de la misma dimensién. Por lo tanto, cada una de las caras, de
dimensiéon uno menor, de las caras que conforman la frontera aparece una cantidad par de veces pues
siempre sirve de embonaje entre dos caras contiguas, de lo cual se sigue que 9,,—1(9n(c)) = 0.

Dado todo lo anterior tiene sentido dar la siguiente

DEFINICION 58. A los elementos de la imagen del mapa frontera Oy : Coy1(8) — Cp(R) se les

llama fronteras y las denotamos por By, (&) := Im(Om+1)-

Mencionamos anteriormente que nuestro objetivo es detectar agujeros y que esto se lograba al
hallar cadenas que embonaran bien en sus fronteras. Basados en la definicién anterior tiene sentido
pensar que las cadenas que lo hacen son aquellas cuya frontera se anula, pues asi no hay elemento
de la frontera por el que el espacio que supuestamente encierran pueda salir. Esto nos lleva a dar la

siguiente

DEFINICION 59. A los elementos del kernel del mapa frontera Op, : Cp(8) — Cp—1(R) se les llama
ciclos y las denotamos por Zy,(R) := ker(Op,).

Notemos que la proposicién anterior ahora puede enunciarse de manera equivalente como

B, (R) C Zp(R),
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para cada m. Ahora es claro que lo que queremos cuantificar es qué tan grande es B,,(R) dentro
de Z,,(R), pues entre mas grande sea el primero dentro del segundo menos fronteras que en verdad
atrapen un agujero, y no sélo espacio formado por complejos de mayor dimensién, podra haber. Esto

nos lleva a dar la siguiente:

DEFINICION 60. Sea & un complejo simplicial. Definimos el grupo de homologia de nivel m

como 7.8
Bn(R)

A la dimension de Hp,(R) la llamamos el nimero de Betti de nivel m y lo denotamos por B, (R).

Hm(ﬁ) =

OBSERVACION 61. = Cuando no haya riesgo de confusion pondremos simplemente Hy,, Z,, By,
0 Bm. Ademds a todas las funciones frontera los denotaremos por 0 indistintamente, sin hacer
referencia al subindice que indica la dimension de las cadenas en las que actian.

= Como estamos con un complejo finito sabemos que los nimeros de Betti son finitos, sin em-
bargo, todo lo anterior puede hacerse palabra por palabra para complejos que no son finitos.

v Siz € Zy, ala clase de homologia que representa la denotaremos por [z] € Hp,.

La razén por la que hacemos cociente resultara clara con el siguiente ejemplo: recordemos que a
nosotros nos interesa cuantificar los agujeros de f. Sin embargo podria haber dos ciclos que representen
realmente el mismo agujero. Por ejemplo, en el siguiente ejemplo tenemos dos ciclos: ab + bc + ca y
de + ef + fd. Geométricamente detectan el mismo agujero del objeto y por lo tanto no queremos que

cuenten como distintos, eso se arregla pues precisamente son equivalentes médulo las fronteras ya que

O(cbf +bfe+ abd + bde + acf + afd) = ab+ bc+ cd + de +ef + fd.
f

a b

De cierta forma, el hecho de que dos ciclos detecten el mismo agujero indica que «entre» ellos no
debe haber ningin agujero, pues de haberlo, entonces el espacio que supuestamente englobaban podria
salir por alli. Es decir, el espacio entre ellos debe estar formado por un complejo de dimensién mayor
que tiene a la suma de ambos ciclos como frontera. Esto es muy informal y solo sirve para solidificar
nuestra intuicién, por lo que recalcamos que hay que fundamentar todo los que digamos no con dibujos
sino con pruebas rigurosas. Sin embargo, esperemos que estos comentarios vuelvan mas clara la razén
de ser por la que se dan estas definiciones.

Ahora es importante que entendamos qué queremos lograr cuando calculamos la homologia. De-
bemos conseguir dos cosas: la primera de ellas es encontrar los nimeros de Betti de &, pues eso nos
dice la cantidad de agujeros esencialmente distintos. Sin embargo puede haber complejos simpliciales
esencialmente distintos pero que tengan los mismos niimeros de Betti por lo que también es importante

entender a los representantes de cada uno de los ciclos.
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Volvamos al ejemplo de 8 = Ag y calculemos su homologia. Sean z,, y b,, las dimensiones de Z,,
y B, respectivamente, entonces 8,, = zm — by, Comencemos con Hj: como en este caso d4 = 0, no
existen fronteras distintas de cero de donde sélo tenemos que encontrar la dimensién de Z3.

La matriz de Oy es

O3 =

—_ = = =

de donde ker 93 = {0}. De aqui concluimos que Hz = {0}.
Para el caso de Hs notemos que la imagen de 03 tiene dimensién 1. Ahora para hallar el kernel de

Oy veamos su matriz:

1100
1010
8, = 0110
1 0 0 1
01 01
0 011

Es fécil notar que las primeras tres columnas son independientes pues forman una matriz identidad
de 3 x 3 con sus entradas inferiores, y ademds su suma da la cuarta columna (por supuesto, no hay
que depender de argumentos asi para calcular el rango, en una matriz mas grande procederiamos
por eliminacién gaussiana). Por lo tanto el rango de 05 es 3, de donde del teorema de la dimensién
deducimos que dim Z; = 1. Es decir, by =3y 2z = 1. Con esto demostramos que
fBo =20 —by=1—1=0.
Anélogamente se deduce que 51 = 0. Ahora haremos el caso m = 0, en esta situacién toda cadena

es ciclo pues dy = 0 y por lo tanto lo que hay que encontrar es By. La matriz de 0; es
111 0 0 0

100 1 10

o =
010101
001011

y puede verse que tiene rango 3. Como Z; = Cj tiene dimensién 4 obtenemos que By = zg — by =
4—3 = 1. Por lo tanto, el inico grupo no trivial de homologia de A3 es el de nivel cero que es isomorfo
a Zo y estard generado por la clase de cualquier elemento de Zj, es decir, por la clase de cualquier

vértice.

6. Funciones inducidas

Ahora veremos céomo se relacionan las homologias de distintos complejos simpliciales. Lo que
ocurrird es que dado un mapa simplicial f : 8 — £ entre dos complejos obtendremos, para cada m,
una transformacioén lineal f, : H,, (R) — Hp,(£). Iremos mostrando la importancia de esta construccion
conforme avanzamos en esta y la siguiente seccién, ademéas de que su existencia es fundamental para
el tema del siguiente capitulo.

Recordemos que una funcién simplicial f : 8 — £ entre complejos simpliciales debe cumplir que
para cada vértice v de &, f(v) es un vértice de £ y que ademds si vy, ..., v,, son los vértices de alguna

cara de R entonces f(v1), ..., f(v,) deben ser los vértices de una cara de £. Sin embargo, la dimensién
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de la cara que generan las imagenes de los vértices puede cambiar, es decir, a pesar de que vy, ..., v,
generen una cara de dimensién n, sus imagenes pueden generar caras de dimensién menor si hay al
menos dos vértices que tienen la misma imagen. Estos comentarios son los que nos llevan a dar la

siguiente
DEFINICION 62. Sea f :| R |—| £ | una funcién simplicial entre complejos. Para cada cara
o=AW1,...,Um)

de dimension m definimos

fi(o) = A(f(v1), -, fvm)),

en caso de que A(f(v1),..., f(vm)) sea de dimension m y
fy() =0,
en otro caso. Extendiendo esta funcion linealmente obtenemos una transformacion lineal
fi: Cm(R) = Cin(£)
llamada la transformacion inducida en cadenas por f.
Es importante observar que hay una funcién inducida por f para cada m y es la siguiente proposi-
cién fundamental la que relaciona dichas transformaciones con las funciones frontera. Con los convenios

previos, en las funciones inducidas no habrd referencia al nivel en que se esta induciendo, pues no hay

posibilidad de confusién.
PROPOSICION 63. Para toda funcién simplicial f :| & |—=| £ se cumple
0o fﬁ = fﬁ o 0.

OBSERVACION 64. Es importante notar que aqui se estdn utilizando los mapas frontera de ambos
complejos: a la derecha son las fronteras de £ y a la izquierda las de K. Asimismo, si el mapa inducido

a la izquierda es en nivel m, entonces el que estd a la derecha es en nivel m — 1.

Gracias a la proposicién anterior tenemos que si ¢ € Z,,(8) entonces

9(f:(c)) = f4(9(c)) = f4(0) =0,

por lo que podemos considerar la funcién fy : Z,,,(R) = Z,,(£) y podemos componer con la proyeccién

natural 7 : Z,,,(£) = H,,(£) y asi tener la transformacién
mo fy: Zm(R) = Hy(L).
Ademads, si ¢ es una frontera, es decir si ¢ = d¢/, entonces

m(fi(c)) = 7(f3(0)
= m(f4(9(c)))
= m(9(fi(c)))
=0,

de donde vemos que la funcién realmente desciende al cociente (es decir, a homologia) dando una

transformacion:

fe: Hm(ﬁ) — Hm(ﬂ),
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definida como f,([c]) = [fi(c)] ¥ en generadores es

Fe([Avr, oy vm)]) = [A(f (01), o0, £ (vm)]-

Hemos demostrado la siguiente

PROPOSICION 65. La transformacion fy : Cp(R) — Cy(£) desciende a homologia para generar

una transformacion

S Hm(ﬁ) — Hm(s)’

que en generadores es fo([A(vi,...,vm)]) = [A(f(v1),..., f(vm))], siempre y cuando f(vi),..., f(vy)
generen una cara de dimension m, y cero en otro caso.

DEFINICION 66. A la funcidn, cuya existencia se prueba en la proposicién anterior, se le llama
la funcion inducida en homologia por f y suele denotdrsele por fi. : Hy,(R) — Hp(L) o por
f: Hn(R) = Hy (L) cuando no hay riesgo de confusion.

Las propiedades fundamentales de la funcién inducida estdan dadas en la siguiente

PROPOSICION 67. Si f :| 8 |=| £ ] yg:| £ |—=| & | son funciones simpliciales, se cumple que
(go )« = g« o fu. Ademds si Id es la funcion identidad en algin complejo simplicial, se tiene que
(Id). = Id.

OBSERVACION 68. En otras palabras, la funcién que asigna a cada funcién simplicial f su funcién

inducida f, es functorial de manera covariante.

Un ejemplo que serd muy importante para nosotros es el caso en que K es un subcomplejo de £.
En tal situacién Cy,(8) es un subespacio vectorial de C,,(£) pues para cualquier coleccién de vértices
V1, ..., Um, que generen una cara de K, se tiene que también generan la misma cara en £. Sin embargo,
no es verdad que ¢y : Hy, (R) — H,,(£) sea una inyeccién, donde ¢ es la inclusién natural. La razén de
ser de esto es que, a pesar de que un ciclo en C,, (&) pueda no ser una frontera, quizd al considerarlo
en Cp, (L) si lo sea.

Para ejemplificar el dltimo punto supongamos que £ = Ay y que K es Ay sin el interior del
tridngulo. Si los vértices son a,b,c entonces consideremos la clase [ab + bc + ca] € Hi(R). Es una
clase distinta de cero porque no hay simplejos de dimensiéon mayor a 1, lo cual hace imposible que sea
frontera. Sin embargo, [ab+ bc + ca] considerada en Ho(£) corresponde a la clase 0 pues precisamente

ab + be + ca = 9(abc).

Con esto hemos visto que a pesar de que f : 8 — £ sea inyectiva, no necesariamente sus funciones
inducidas lo serdn. De hecho, serd precisamente este punto lo que hard que la homologia persistente,
tema a desarrollar en el préximo capitulo, sea interesante.

Otra de las aplicaciones fundamentales de las funciones inducidas es lo que ocurre cuando la funcién
f: & — £ es un homeomorfismo lineal. En tal situacién existe una inverso lineal f~1: £ — & tal que
fof'=1Idey f'of = Idg. Analizando la funcién inducida se obtiene, por functorialidad, que
feo(f s =Tdu, ey y (f7)s 0 fu = Idpy,(g)- De donde que f, : H.(]) — H,(£) es un isomorfismo.

En otra palabras, hemos justificado la siguiente

PROPOSICION 69. La homologia simplicial es invariante ante homeomorfismos lineales.
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OBSERVACION 70. La homologia simplicial es un invariante mds sensible que lo que aqui probamos,
realmente la homologia es un invariante homotopico. La homotopia es una relacion de equivalencia
mas débil que el homemorfismo que no utilizaremos aqui, pero que es una de las herramientas mds
importantes de la homologia. En la siguiente seccion discutiremos un poco mds al respecto de este

punto.

7. Comentarios relevantes sobre la homologia

A continuacién mencionamos algunos puntos que es bueno saber sobre homologia, tanto de lo
expuesto anteriormente asi como del tema en general. De cada uno de los puntos siguientes podriamos
hacer un capitulo entero, asi que para mantenerlo breve lo pondremos en forma de lista y sélo se

mencionaran ideas esenciales del punto en cuestién.

1. Otras homologias: La construccién de todas las homologias sigue el mismo principio basico:
construir un espacio de cadenas y luego definir las funciones frontera 9 que los relacionan, de
tal modo que 0 o @ = 0. Por lo general se pretende que los grupos de cadenas sean espacios
vectoriales, o al menos grupos abelianos, y las funciones frontera 0 sean morfismos. Posible-
mente, la construccién més famosa sea la de la homologia singular que se obtiene al dar la

siguiente

DEFINICION 71. Sea X wun espacio topolégico. Definimos un m-cadena singular como

una funcion continua o : Ay — X.

El espacio de m-cadenas es precisamente el espacio vectorial libre generado por las cadenas
singulares. Definir la funcién frontera es ligeramente méas complicado, pero captura la misma
idea: determinar cuéles son las caras del complejo en cuestién que encierran un espacio dentro.
Los ciclos y fronteras se definen exactamente de la misma forma, y la homologia se define con
el mismo cociente.

La diferencia fundamental de esta construcciéon con la homologia simplicial que hemos
estudiado es que aqui no suponemos que X tenga ninguna estructura adicional por lo que
esto puede definirse en espacios topoldgicos muy generales, incluso en aquellos que no son
triangulables. La manera en que esta construccién empata con la homologia simplicial es que
en un complejo | & | ya tenemos ciertas cadenas singulares dadas por su descomposicién en
simplejos: las cadenas singulares son simplemente las funciones simpliciales que mandan el
complejo estandar a los simplejos de | R |. El espacio vectorial generado sélo por estas cadenas
singulares simpliciales dentro de todo el espacio de cadenas singulares es isomorfo, como espacio
vectorial, al complejo de cadenas simpliciales que nosotros hemos construido anteriormente y
ademds la accién de la funcién frontera singular coincide alli con la funcién frontera simplicial.
Por lo tanto, nuestra construccién se encuentra dentro de esta construcciéon més general y es
un resultado importante que estas dos construcciones, al pasar a homologia, coinciden.

Lo que vuelve tediosa a la homologia simplicial es que, a pesar de que calcularla se reduce
a simples calculos de algebra lineal, la cantidad de esas computaciones sube mucho conforme la
cantidad de simplejos crece. Para llevar a cabo simplificaciones en los calculos se deben desa-
rrollar varios procesos, pero como uno debe mantenerse dentro de los complejos simpliciales,
siempre se tiene que estar cuidando que las construcciones hechas se lleven a cabo dentro de

este conjunto. Sin embargo, es importante enfatizar que si hay procesos de simplificacién. En
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cambio, en la homologia singular es increiblemente mas sencillo el proceso de computacién del
célculo de homologias de un espacio a partir de la homologia de algunos de sus subespacios.

Otras variaciones de estas homologias si utilizan estructuras adicionales en X que no son
tan restrictivas como las que impone ser complejo simplicial. Un ejemplo de tal homologia es
la llamada homologia celular, cuya construccién se basa principalmente en generalizar la idea
de esqueletos que vimos anteriormente. Un complejo CW es un espacio que se va formando
de pegar fronteras de esferas llenas de una dimensién sobre espacios formados por esferas de
dimension estrictamente menor. Si se reflexiona un poco eso es justamente lo que se hace en
la cadena de esqueletos Ry C ... C R, pues para obtener &,,11 de &, lo que hay que hacer es
precisamente pegar esferas, en forma de (m + 1)- simplejos, sobre el espacio formado por los
simplejos de dimensién menor.

Los pasos que se siguen en esta homologia son semejantes a la homologia simplicial, defi-
niendo el espacio de cadenas como el espacio generado por las esferas de dimensiéon m que se
hayan utilizado. Sin embargo, definir el mapa frontera en esta ocasion es mas delicado que en
casos anteriores pues deben tomarse en cuenta como interactua cada esfera con todas las esfe-
ras de dimensién exactamente uno menor. Sin embargo, una vez que se entiende este proceso,
resulta més sencillo el calculo pues complejos simpliciales que requieren muchos simplejos para
construirse quizéd requieran pocas esferas para hacerlo. Un ejemplo de este fenémeno ocurre en
el toro: la menor triangulacion del toro necesita al menos 14 caras, sin embargo el toro puede
construirse utilizando exactamente 4 esferas (un punto, dos intervalos y un disco).

Otra variacién importante viene cuando en vez de considerar espacios vectoriales sobre
Zs se considera otro anillo conmutativo con unidad. Por lo general suelen utilizarse Z,,(n >
2),Q,R,C o Z. Estos espacios no pueden ser ignorados y presentan complicaciones nuevas
que no aparecen en el caso general, pues debe introducirse el concepto de orientaciéon de los
simplejos y por lo tanto la funcién frontera no sélo debe capturar los limites de un simplejo
sino la orientacién de éstos. Especialmente en Z este fendmeno es muy importante pues no
se trabaja con espacios vectoriales sino con grupos abelianos libres lo cual complica, pero
al mismo tiempo enriquece, mucho la teoria. Por ejemplo, gran parte de la teoria de clases
caracteristicas estd desarrollada con grupos de homologia que trabajan sobre Z.

No podemos ignorar también que existe la cohomologia. La cohomologia se obtiene al
dualizar los grupos de cadenas, es decir, en vez de considerar C,, (&) se considera C,,(R)*,
el espacio dual de C,,(R), y, por supuesto, relacionarlos mediante el dual del mapa frontera,
0 = 0*. Como se sigue cumpliendo que dod = 0, la definicién de ciclo y frontera puede seguirse
haciendo, pero para distinguirlos de la homologia se les suele llamar cociclo y cocadena. Sin
embargo, hay una diferencia fundamental entre la cohomologia y la homologfa: hay una manera
de multiplicar elementos de la cohomologia, pues son funciones que van a Zs (o al anillo que
se use para los coeficientes) y por lo tanto, la cohomologia no es solo un espacio vectorial sino
un anillo. El producto en cohomologia es el famoso producto copa. Por eso suele hablarse del
anillo de cohomologia. Hay espacios que no pueden distinguirse mediante su homologia o
cohomologia como espacios vectoriales, sino que se necesita observar que es la estructura de
producto la que es ditinta.

A veces es la cohomologia la que aparece de manera natural. Por ejemplo, la cohomo-

logia de DeRham definida para variedades diferenciables aparece naturalmente una vez que se
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definen las formas diferenciales y se estudia la derivada exterior en ellas. Es por esto que la
cohomologia es muy importante, pues se relaciona directamente con el lenguaje de las ecua-
ciones diferenciales dado mediante las formas diferenciales.

Homotopias y su uso: En general la homotopia es una manera de formalizar la nocién de

deformar un espacio o una funcién de manera continua. La definicién general suele ser

DEFINICION 72. Sean f,g : X — Y dos funciones continuas. Una homotopia entre
ellas es una funcion continua H : X x [0,1] = Y tal que H(z,0) = f(x) y H(z,1) = g(x)
para cualquier x € X. Si existe una homotopia entre f y g diremos que son homotopicas y

pondremos f ~ g.

Si para cada t € [0,1] dejamos que Hi(x) = H(z,t) tenemos que f se deforma hacia
g mediante la curva de funciones H;. La nocién de homotopia es muy utilizada en varios
contextos, por ejemplo, en la construccién del grupo fundamental o en la demostracién de
la invarianza de la integral compleja bajo curvas homotépicas. La nocién de homotopia nos

permite dar la siguiente

DEFINICION 73. Dos espacios topoldgicos son homotdpicos si existen funciones continuas
f:X—>Y,g:Y — X tales que

fog~Idy,gof~Idx.

A f se le llama una equivalencia homotdpica de X a'Y.

Por ejemplo, puede demostrarse facilmente que R™+! — {0 S™ son homotépicos. La
9,
homotopia es una herramienta fundamental en la homologia pues es un invariante mas debil
que el homeomorfismo, pues claramente hay espacios homotépicos que no son homeomorfos,
pero suficientemente solido para mantener invariante a la homologia. Si se reflexiona un poco,
geométricamente, puede uno convencerse que la homotopia no puede destruir o crear agujeros
pues precisamente con una homotopia se pretende deformar un espacio, mediante su espacio
de sobra, hasta llevarlo a otro que contenga la informacién esencial sobre sus huecos. Mas
)

precisamente tenemos los siguientes

TEOREMA 74. Sean f,g : X — Y dos funciones homotdpicas, entonces fi. = g«. En

palabras, funciones homotdpicos inducen funciones iguales en homologia.

TEOREMA 75. Sea f: X — Y wuna equivalencia homotopica, entonces
fo : Ho(X) = H.(Y)
es un isomorfismo.

En este teorema nos referimos al teorema en homologia singular. Como este resultado
es muy util es deseable que se tenga algo andlogo en homologia simplicial, sin embargo, los
conceptos se complican precisamente porque tenemos que mantener todas las construcciones
dentro de la categoria de complejos simpliciales.

Resulta que extender la nocién de homotopia a este contexto no es tan sencillo pues la
definicién que se ha dado anteriormente no funciona, pues f; bien podria no ser simplicial. La
homotopia es una manera de decir que dos mapas son cercanos en algtin sentido y es esto lo

que se intenta preservar en la definicién de cercania en el caso de complejos simpliciales. No
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daremos méas detalles pues eso nos llevaria muy lejos, ya que nos faltan varias definiciones,
pero comentaremos mas en el siguiente punto.

Extensiéon de funciones inducidas a funciones no simpliciales: Hay una realidad que
enfrentar cuando uno trabaja con complejos simpliciales: muchos espacios topolégicos, a pesar
de ser triangulables, no aparecen de manera natural con una triangulacién. Por ejemplo, piense
en las esferas, todas ellas admiten una triangulacion y sin embargo no trabajamos con ella en
su version triangulada. Mas aun, una funcién entre espacios triangulables no tiene porque
ser simplicial. Nuevamente, piense en las funciones f, : S' — S! dadas por f,(z) = 2™
Dichas funciones son fundamentales en el circulo pero si forzaramos su naturaleza a alguna
triangulacién adquirirfan una forma sumamente rara. Mas precisamente, si F': X — Y es una
funcién entre espacios topolégicos triangulables y (8x,hx) y (Ry, hy) son triangulaciones de
X e Y, respectivamente, entonces podemos considerar F= h;l o Fohx, para tener la funcién
entre los poliedros, pero dificilmente serd una funcién simplicial.

De todos modos insistimos en poder hablar de funciones inducidas para cualquier funcion
continua y no solo los simpliciales. La manera de hacer esto es precisamente mediante una
nocién de cercania de funciones que busca obtener los mismos resultados que la homotopia de
funciones (i.e. invarianza de la homologia). Tal nocién se conoce como aproximacién simplicial
a una funcién continua f, y tal aproximacion no es mas que una funcién simplicial que cumple
cierta propiedad, que no mencionamos, pero que se encarga de medir la cercania entre f y g.
El resultado fundamental es:

TEOREMA 76 (Teorema de aproximacién simplicial). Sea f :| 8 |=| £ | un funcién conti-

nua entre poliedros, entonces existe una funcion simplicial g :| R |—| £ | que es homotdpica a

f.

OBSERVACION 77. Es importante recalcar nuevamente que el concepto de funciones ho-
motopicas, en el contexto simplicial, no coincide a las deformaciones mediante una curva de
mapas como se menciono en la seccion anterior. Por eso es fundamental pasar al contexto de
aproximaciones simpliciales.

El teorema anterior indica que cualquier funcién continua, a pesar de no ser simplicial,
siempre estd cerca de una funcién que si es simplicial. Mas aun, gracias a que se tiene el
siguiente

TEOREMA 78. Sea f :| R |—=| £ una funcion continua y g,h :| 8 |—| £ | aprozimaciones
simpliciales a f. Entonces se cumplen
1. g y h son aproximaciones simpliciales mutuamente;
2. f« = g«, es decir, funciones simpliciales que son aprozimaciones simpliciales mutuamente

inducen la misma funcion en homologia.
Gracias a esto tenemos la siguiente

DEFINICION 79. Sea f :| & |—| £ | cualquier funcidén continua entre poliedros. Definimos
fe i Ho(| R|) = H.(| £]) como
f* = Gx,

donde g :| R |—| £ es cualquier aprozimacion simplicial a f.
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Gracias a esto sabemos que cualquier funcién induce funciones en homologia y no sélo

las simpliciales, lo cual da mas fuerza a la teoria ya que permite trabajar con cualquier fun-
cién continua. Cabe destacar que esta no es la inica homologia donde se tienen que tomar en
cuenta esta clase de fenémenos, por ejemplo, en homologia celular existe el teorema andlogo
(Teorema de aproximacion celular) y sirve, entre otras cosas, para extender la definicién de
funcién inducida a cualquier funcién continua. Generalmente, estos problemas aparecen cuan-
do la homologia utiliza cierta estructura para definirse y las funciones inducidas se definen
inicialmente para aquellas funciones que preserven dicha estructura.
Teoremas relevantes de la homologia: La homologia es una estructura muy amplia que
puede variar en muchas formas, ya hemos mencionado dos de ellas: una posible variacion es
cambiar los coeficientes del grupo de cadenas, otra es cambiar la definicién de cadenas. Es
deseable que todas estas homologias puedan relacionarse entre si y el hecho de que pueda
hacerse es una de las fortalezas de la teoria. Mdas aun, para poder describir correctamente
estos teoremas se necesité desarrollar ampliamente la teoria de categorias, pues fue con ella
con quien se pudieron abarcar teoremas sobre construccién de homologias sin entrar en los
detalles muy particulares de cada teoria. En un momento daremos més detalles.

No enunciaremos los teoremas de manera general, mas bien daremos algunas ideas de
lo que dicen. Para comparar homologias con distinto grupo de coeficientes uno recurre al
Teorema de coeficientes universales, que vagamente dice que todos los grupos de homologia
pueden construirse a partir de la homologia con coeficientes en Z. Un caso particularmente
importante es cuando uno desea cambiar de Z a un anillo finitamente generado A o un campo.

En tal situacién se cumple la cémoda relacion

TEOREMA 80. (Teorema de coeficientes universales, caso particular) Sea A un anillo fini-

tamente generado, entonces para cada m se tiene
H.(X,\)=H.(X,Z)® A,
en el sentido de que ambas homologias son isomorfas naturalmente.

Parte de la importancia fundamental de introducir la teoria de categorias en la homologia
es para dar un sentido preciso a la frase isomorfas naturalmente. Sin entrar en demasiados
detalles, lo que esto quiere decir es que en cada nivel de la construcciéon hay funciones lineales
que relacionan la primera homologia con la segunda y que hacen conmutar todos los diagramas
que aparecen. Realmente lo mejor para entender esto es ir a ver las referencias sobre el tema
v hacer varios ejemplos, es un punto esencial de la homologia entender la gran generalidad de
este lenguaje pues todos los teoremas lo utilizan.

Mas aun, hay una manera de comparar distintas homologias y decir que son isomorfas
naturalmente. El teorema que permite hacer esto se llama teorema del modelo aciclico de Sa-
muel Eilenberg y Saunders MacLane. No enunciaremos el teorema aqui pues nos falta mucha
notacién y lenguaje. Es mediante este teorema que distintas versiones de homologia (celular,
simplicial, singular, etc.) puede demostrarse que coinciden, es decir, son isomorfas natural-
mente, para aquellos espacios que permitan se desarrollen estas teorias en ellos. No podemos
dejar de enfatizar: es un teorema increiblemente importante y estd enunciado en el lenguaje

de categorias.
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Finalmente, también es deseable poder relacionar la homologia de un espacio con la de
sus partes. Hay dos maneras esenciales de hacer esto: mediante cubiertas abiertas y mediante
productos y hay un teorema al respecto para cada caso. El teorema con cubiertas abiertas es
el siguiente:

TEOREMA 81. (Teorema de Mayer-Vietoris) Sea X = U UV, donde U,V son abiertos
de X. Existe una sucesion exacta larga de homologia que relaciona las homologias de estos

espacios:
e = Hy(UNV) = H,(U)® H, (V) = Hpy(X) > He 1 (UNV) — ... = Hy(X) = 0.
Mas ain, la sucesion exacta larga de Mayer-Vietoris es natural.

OBSERVACION 82. 1. Es importante recalcar que la existencia del homomorfismo
Hk(X) — Hk_l(U N V),

llamado homomorfismo de conexion, es una de las razones esenciales de que la teoria
se vuelva tan fuerte. Siempre es un paso importante entender qué estd haciendo este ho-
momorfismo geométricamente, pues su construccion es meramente algebraica.

2. Hay una version especial de Mayer-Vietoris para complejos simpliciales, donde a U y a V'
se les pide que tengan ciertas propiedades compatibles con la estructura de complejo del

espacio ambiente.

Finalmente el teorema que relaciona la homologia de un producto con sus factores, al

menos en el caso en que los coeficientes son finitamente generados, es

TEOREMA 83. (Fdérmula de Kunneth, caso particular) Sean X, Y dos espacios topoldgicos,

entonces existe un isomorfimo natural tal que
Hy(X xY)= D Hy(X)® Hy(Y).
ptq=k

Puede objetarse, y con justa razén, por qué no estamos estudiando con mas detalle estos
temas tan importantes. La razén principal es que para los motivos que perseguimos no nos
haran falta, ademés de que hay excelentes referencias sobre el tema. Sin embargo, enfatizamos
nuevamente, estos temas no pueden faltar a nadie que pretenda estudiar topologia, geometria,
ecuaciones diferenciales, etcétera de manera seria.

8. Notas y bibliografia

En esta seccién agregamos algunos comentarios breves sobre los libros consultados para escribir
este capitulo. Las fichas bibliograficas completas de estos libros aparecen al final, en el capitulo de
bibliografias.

Introduction to Topological Manifolds. John M. Lee: Este libro es una muy buena intro-
duccién a la topologia en general, y sélo cubre hasta el tltimo capitulo nociones bésicas de
homologia singular. Sin embargo, como para entender la homologia de manera profunda es
fundamental tener buenas bases topoldgicas, propongo estudiar este libro a cualquiera que
desee mejorar sus conocimientos sobre el tema.

La segunda edicion del libro contiene en su quinto capitulo un estudio, bastante decente,

de complejos simpliciales y sus propiedaes fundamentales. Luego en el sexto capitulo utiliza
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esa teoria para clasificar las superficies compactas. Lamentablemente, en la segunda edicién se
prescindié de gran parte de este estudio (aunque vienen expuestos algunos puntos rdpidamen-
te), en favor de la teoria de complejos CW, la cual también es una teorfa fundamental con su
propia teoria de homologia.

Recalcamos aqui que la teorfa méds comin en homologia y cohomologia es la singular, y
este libro trae un capitulo dedicado a ello que puede servir como preparacién para textos mas
enfocados al tema.

Algebraic Topology. C.R.F Maunder: Este es un libro muy completo pero bastante denso
en su manera de exponer los temas. No sélo abarca homologia sino que estudia el grupo
fundamental y los grupos de homotopia superiores, asi cémo cohomologias y los teoremas de
dualidad (como son la dualidad de Poincaré o la dualidad de Alexander, entre otras). También
estudia los complejos CW.

Es este libro el que expone de la manera mas completa el tema de los complejos simpliciales
y sus teoremas fundamentales. En particular, aqui se demuestran completamente los teoremas
de aproximacién simplicial y sus consecuencias. El capitulo donde se abordan estas cuestiones
es el segundo, aunque continua usandolas una y otra vez. Es necesario hacer notar que el
libro también decide estudiar homologia singular primero, y luego introducir a la homologia
simplicial como una subteoria de la misma. Esto se lleva a cabo en el capitulo cuatro del
libro. En tal parte, el capitulo muestra métodos para calcular la homologia simplicial y utiliza
técnicas que se desarrollan al estudiar el grupo fundamental, en el tercer capitulo. Asi que mi
recomendacién para leer la parte de homologia de este libro es leer completamente el segundo
y tercer capitulo, para luego poder entender bien el cuarto capitulo y todos sus detalles.

Admito que es un libro pesado de leer pero para el cual vale mucho la pena hacer el
esfuerzo, pues da una gran variedad de técnicas e introduce muchas ideas que en otros textos
no aparecen, en pro de hacer los escritos mas amenos o menos enciclopédicos.

Algebraic Topology: An Intuitive Approach. Hajime Sato: La funcién de este libro es
ser leido rapidamente sin necesidad de comprender todas las pruebas. Més bien, se centra en
que el lector aprenda a utilizar las herramientas y en comprender las ideas detras de ellas, sin
que necesariamente se muestren los detalles técnicos. Creo una buena idea es tener este texto a
la mano cuando se leen otros relacionados. Ademas hay que mencionar que se abordan temas
como haces vectoriales y sus clases caracteristicas o secuencias espectrales que han jugado un
papel prominente en el desarrollo posterior de la teoria.

Homology Theory: An Introduction to Algebraic Topology. James W. Vick: Este tex-
to esta dedicado exclusivamente a estudiar homologia, cohomologia y sus propiedades. La ho-
mologia central nuevamente es la singular, pero muestra distintas homologias que se pueden
construir y su equivalencia con la singular. De hecho, para mostrar equivalencias entre teorias
desarrolla el teorema del modelo aciclico, que se mencioné anteriormente. El libro contiene
bastantes ejemplos aunque, en algunas ocasiones, no es totalmente riguroso en favor de en-
fatizar las ideas detrds del texto, o bien, por suponer que el lector ya tiene conocimiento de
algunos trucos estandar.

Algebraic Topology. Allen Hatcher: Este es el libro de topologia algebraica por excelencia,

ademds de que es gratis y puede descargarse de la pagina del autor. Aborda todos los temas de
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topologia algebraica clésicos y los explica con una maestria sublime y, ademaés de eso, comple-
menta el texto central con aplicaciones importantes o con temas mas avanzados, asi como con
grandes listas de ejercicios que ayudan mucho a desarrollar la intuicién y mejorar la practica.
Mi recomendacién personal es, como un primer paso, leer con cuidado los primeros cuatro
capitulos (el capitulo cero incluido) e intentar la gran mayoria de los ejercicios. Hay que tener
en cuenta que hay algunos errores en el libro y que el autor lleva una lista de erratas, que
también se pueden descargar de su pagina.

Aqui, nuevamente, la teoria central que se utiliza es nuevamente la singular. Sin embargo,
a diferencia de los otros textos, la homologia simplicial no se desarrolla como una subteoria,
sino que se estudia primero para motivar las ideas principales de la homologia. Es importante
recalcar que utiliza una definicién maés relajada de lo que es un complejo simplicial, por lo que su
teoria admite algunos casos més generales que, estrictamente hablando, la teoria desarrollada
en estas notas no abarca. Esta teorfa més general es la llamada teoria de descomposiciones
simpliciales, y es parecida a la de descomposiciones celulares.

Aunque los demds textos también abarcan los temas de producto copa y producto capa, y la
dualidad de Poincaré (entre otras), creo este es el libro que lo hace de la manera méas detallada
e intuitiva y, definitivamente, muestra muchos ejemplos que ayudan bastante a entender la idea
detras de estos conceptos. Todos estos temas estd cubiertos en los ya mencionados primeros
cuatro capitulos.

Elementary Applied Topology, Robert Ghrist: Este es un libro maravilloso. Se centra en
mostrar las aplicaciones de diversas teorias de la topologia en otras areas de la matematica, y
lo hace de manera extraordinaria. En particular el segundo y quinto capitulos, que trata sobre
complejos y homologia, son muy buenos. Por cierto, el séptimo capitulo es sobre cohomologia.
Recomiendo mucho leer este libro, no de inicio a fin, sino mirando aqui y alld diversos temas
de interés. En particular, a mi me parece fantdstica la demostraciéon de que el juego Hex,
inventado por John Nash, siempre tiene un ganador. Utiliza homologia de manera increible,
pueden encontrarlo en la seccién 5.12. No tengo suficientes elogios para este libro, es magnifico.

Computational Topology, An Introduction. Herbert Edelsbrunner, John Harer: Lo que
hemos mostrado aqui puede estudiarse de este libro, el cual estd orientado en gran parte a las
aplicaciones de la homologia persistente, por lo cual es una muy buena opcién. A mi parecer,
el libro es un poco superficial en cuanto a demostraciones se refiere, pues expone pocas de ellas
en favor de dar una amplia gama de resultados y aplicaciones, expuestas de manera bastante
completa y con buenas referencias para poder continuar con el estudio personalmente.

El capitulo relacionado a los complejos simpliciales es el tercero. Aqui menciona muy
rapidamente lo que otros libros, por ejemplo el Maunder, demuestra cuidadosamente, pero a
cambio de eso muestra como distintas partes de la teoria embonan para resolver o formalizar
otros problemas, asi como mostrar algunos teoremas que no aparecen en los textos anteriores.
Uno de tales teoremas es el teorema del nervio central (nerve theorem, en inglés). El capitulo
cuatro del libro estd dedicado a homologia, y el quinto a la cohomologia. Son capitulos breves,
en cuanto a desarrollo de la idea de homologia conceptualmente, y avanza rdpidamente hacia
aplicaciones y métodos de computacion.

Un atributo que hay que reconocerle al libro es que se enfoca mucho en mostrar como

desarrollar algoritmos para calcular las diversas propiedades que un objeto pueda tener. Por
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ejemplo, para calcular homologias habla sobre algoritmos con matrices que se pueden progra-
mar en una computadora, y de hecho muestra el pseudocédigo para hacerlo. Esa tendencia es
muy valiosa pues, a pesar de quizd nunca programar explicitamente los algoritmos, muestra
que estas teorias son computables por métodos concretos una vez que se tiene suficiente infor-
macién y, gracias a ello, pone en relieve la gran importancia que la ciencia de la computacién
tiene que jugar en este tema.

Finalmente, aunque menos relevante académicamente quiza, los dibujos que muestra estan
preciosos. Es un libro que se disfruta mucho leer.

Topology for Computing. Afra J. Zomorodian: Gran parte de los comentarios dichos para

el texto anterior aplican para este, con la gran diferencia de que este libro si se enfoca en mostrar
muchas més demostraciones. Algo fundamental de este libro es que demuestra cuidadosamente
gran parte de los algoritmos que propone, a diferencia del texto anterior, que generalmente
sélo desglosa las ideas utilizadas pero deja mucho que llenar para el lector riguroso. Los temas
de homologia y complejos simpliciales aparecen en la primera parte del libro, concretamente
en el segundo y en el cuarto.

Creo la mejor manera de aprovechar este libro es leyéndolo junto con el Computation
Topology de Edelsbrunner y Harer (y viceversa). Se complementan de manera extraordinaria

y dan una visién de la teoria que pretenden exponer muy completa.



Capitulo 2

Homologia persistente

1. Filtraciones

A partir de ahora supondremos que £ es un complejo simplicial de dimensién n. El primer paso

importante para entender la idea de persistencia es la siguiente

DEFINICION 84. Una filtracion de & es una coleccion Ky C Ry C ... C Ry, de complejos tales que:

L ﬁm = ﬁ7
= R; es un subcomplejo de Ry parai=0,1,...,m — 1.

Es importante observar que no existe una tnica filtracion para un complejo general, de hecho, la
cuestion de determinar una buena filtracién que se ajuste a nuestros objetivos o que cumpla propiedades
adicionales que faciliten nuestro andlisis es una cuestién importante.

Es conveniente pensar a una filtraciéon como una sucesion de fotografias del pasado de K, conforme
este complejo crece hasta volverse el complejo . De hecho, en la definicién a veces suele pedirse fg = ()
para asegurarnos que originalmente empezamos desde nada y que vemos completamente el crecimiento
de R.

Veamos ahora algunos ejemplos de filtraciones a los que volveremos mas tarde. El primero serd una
filtracién de As dada por

» Ry ={a,b,c},

» R ={a,b,c,ac},

= Ry ={a,b,c,ac,ab},

» B3 ={a,b,c,ac,ab,bc},

» Ry = {a,b,c,ac,ab,be, abc}.

Graficamente se ve como sigue:

ce ¢ ¢ ¢ c
b a b a b a b
.ﬁo ﬁl ﬁg R3 ﬁ4
Hemos marcado con rojo los simplejos nuevos que se han agregado en cada paso. Obsérvese que

cada complejo en efecto es un subcomplejo del complejo siguiente. Esta es una filtraciéon de 5 pasos.

Otra filtracién de este complejo, ahora de dos pasos, es:

= Ry = {a7 ba C}a
» & ={a,b,c, ac,ab,bc},

31
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» Ry ={a,b,c,ac,ab,bc,abc}.

Gréficamente se ve como sigue:

e
o
s
o
<
o

Ro £ R

La filtracién anterior es un caso particular de una filtraciéon presente a todos los complejos: para un
complejo K podemos definir &; como el i-esqueleto de K. Claramente esta sera una filtracién de n pasos.
Esta es una filtracién candnica para los simplejos, lamentablemente en ocasiones no es apropiada para
nuestros fines pues la manera en que las diversas caras de £ aparecen puede ser inapropiado. Conforme
avancemos en este capitulo se ira volviendo claro porque la veracidad de dicho comentario. No es muy
complicado entender qué es una filtracién, asi que no nos detendremos mucho en esto. Iremos viendo

mas ejemplos conforme desarrollemos més teoria.

2. Homologia persistente

Ya hemos definido la homologia simplicial de un complejo dado, y en la seccién anterior vimos el
concepto de filtracién. La homologia persistente une estos dos conceptos, asociados a R, para formar
un nuevo objeto algebraico del que se pretende destilar informacién topoldgica sobre el crecimiento de
R visto mediante la filtracion.

Supongamos que tenemos una filtracién Ky C £ C ... C &, = K y denotemos por ¢; ; : &; — &; a
la inclusién canénica. Es claro que ¢; ; es una funcién simplicial, puesto que £; es un subcomplejo de
Rit1 y ademas 155 = L1, 0 ... 0 Ljiq1.

Para cada 0 < i < m podemos calcular la homologia simplicial de K;, tal como se mostré en
el capitulo anterior. Este proceso nos arroja ciertos espacios vectoriales, sobre Zs, denotados por
H,(R;),p=0,1,...,n. Observemos que para p > n todos los grupos de homologia serdn triviales pues
la dimension de K es n.

Asf mismo, las inclusiones ¢; ; inducen transformaciones lineales en homologfa:

(tig)s + Hp(Ri) = Hp(R),

para cada p = 0,1,...,n. Por lo general solamente escribiremos ¢; ; en vez de (¢; )+« siempre que no
haya confusién.

El objetivo central de la homologia persistente es entender cémo se relacionan los distintos grupos
de homologia mediante las inclusiones. Antes de dar la definicién formal estudiemos a detalle un ejemplo
que mostrara diversas facetas que nos interesa definir precisamente para posteriormente estudiarlas.

El complejo que estudiaremos serda & = {a, b, ¢, d, ab, bc, ca, ad, bd, cd, abd, bed, acd}. Graficamente

se ve como sigue:
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a e

Trabajaremos con la filtracién siguiente:

ae
de

he oC
Ko

a

b C
s

a

b c
e

a
de

b oC
£

a

b c
Ry

a

b c
Ry
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a
d l\

b c
R

a

b c
s

a

b c
Rs

El complejo en cuestion es, topoldgicamente hablando, homeomorfo a un disco y por lo tanto su

homologia es trivial. Sin embargo, a través de los pasos de la filtracién vemos momentos en que los

grupos de homologfa no son triviales. Veamos cémo viajan la clase que contiene a a (en verde) y la

clase que contiene a ¢ (en morado) conforme la filtracién avanza:
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Qae
de
bo oC
Ro
a
d
b oC
R3
a
b c
e

a
de

b e
£

a

b [
Ry

a

b [
Ry

a
d \

b &
R

a

b c
s

a

b C
Ay

a siempre pertenece a una clase de homologia 0- dimensional (es decir, una componente conexa)

que va creciendo conforme la filtraciéon avanza. Lo mismo sucede con ¢, hasta que se junta con la clase

a. Antes de dicho momento ambas clases eran distintas, sin embargo, al juntarse sélo queda una clase.

Este es uno de los fenémenos que deseamos estudiar: cémo crecen las clases y cémo van algunas de

ellas uniéndose a otras, hasta que al final s6lo quedan las clases de la homologia K. Hacer esto de forma

apropiada requerird un poco de cuidado.

Hagamos lo mismo con los lazos, es decir, con las clases de homologia 1-dimensionales.

Qe
de

bo oC
Ro

a

b c
A3

a

b c
e

a
de

b “
£

a

b c
Ry

a

b c
Ry

a
d \

b c
)

a

b &
s

a

b &
Ry

Es hasta K3 que aparece un lazo, marcado con verde. Luego, en R4 aparece un nuevo lazo marcado

con rojo y posteriormente aparece un tercer lazo marcado con amarillo. En ningiin momento estos lazos
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son iguales, es decir, en ningin momento una clase absorbe a otra como ocurria con las componentes
conexas anteriormente. Sin embargo, en Rg aparece el primer tridngulo, el cual vuelve trivial a una
de las clases (la verde). Asi podemos ver que esta clase desaparece, como sabemos debe ocurrir pues
Hy(R) = 0, porque el ciclo que le representa se vuelve una frontera. Lo mismo ocurre con las otras clases,
asi que en este caso todas las clases desaparecen por la aparicién de simplejos de mayor dimension.
Esta observacion serd relevante.

Podemos ver méas fenémenos interesantes en este ejemplo: si a las clases de homologia coloreadas
las llamamos con la inicial del color que les dibuja (r, v, a), entonces el lazo que representa r+v+a (el
perimetro del tridngulo) aparece en £5 y no desaparece hasta fg, pero paso a paso se va desintegrando,
pues a cada momento uno de los ciclos que le representan se vuelve trivial.

Por lo tanto podemos cuestionarnos: jcuantas clases necesitamos entender para realmente com-
prender qué le ocurre a la homologia durante la filtracién? Es una pregunta relevante pues conocer
la vida de las clases coloreadas implica que conocemos la vida de su suma, por lo que esta ultima no
representa nueva informacién. Sin embargo, conocer el comportamiento de dos de estas clases colo-
readas no dice nada sobre la clase restante, por lo que de cierta forma no es un panorama completo.
Volveremos a este ejemplo y a esas cuestiones posteriormente en diversas ocasiones.

Ahora que hemos visto este ejemplo podemos proceder a dar la siguiente

DEFINICION 85. Sea & un complejo simplicial y § la filtracion Ry C &1 C ... C R = K. Definimos
el (i,7)-ésimo grupo de homologia persistente de nivel p como

Hijip(R,8) = Im(ij)«
A la dimension de este espacio vectorial la denotamos por B j.p(R, ) y la llamamos el (i, j)-ésimo

numero de Betti persistente de nivel p.

OBSERVACION 86. 1. Cuando no haya posible confusion denotaremos a H; j.,(R,§) simple-
mente por H; j., 0 Hi ; y a Bij.p(R,F) por Bijp 0 Bij-

2. A wveces es til extender al caso en que i < 0 o j > m, y en tal caso se define que H; ; = 0

para cualquier j. Nosotros tendremos oportunidad de usarlo en algunas ocasiones con i = —1

y con j =m + 1 para que las demostraciones no tengan que dividirse en partes.

Un caso particular importante es cuando ¢ = j: en tal situacién la inclusién ¢;; : R; — K; es la
identidad por lo que (i)« : Hp(R;) — Hp(R;) también es la identidad. Por lo tanto, 3; ;., no es més
que el p-ésimo ndmero de Betti usual de K; y H,;., = Hp(R;). Como por lo general p suele ser fija,
es decir, la dimension de la homologia con la que se esta trabajando no cambia, en muchas ocasiones
pondremos §; o H; para referirnos a 3,(8;) = Bi,ip(R,F) v a Hy(R;) = Hii.p(R, ).

3. Persistencia: la historia de una clase

Hemos dicho que el objetivo principal de la persistencia es poder cuantificar de forma topolédgica
el crecimiento de R visto mediante la filtracién dada. Esto lleva a analizar las siguientes cuestiones

esenciales:

= Hemos dicho que nos interesa estudiar el crecimiento de K, pero para ello necesitamos decidir
qué quiere decir que el objeto crezca. Los objetos que dictaran el crecimiento de R son las clases
de homologia y la manera de determinar su crecimiento estara dado por la manera en que la

filtracién cambia. Estrictamente hablando, nunca daremos la definicién de crecimiento sino de
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nociones relacionadas a partir de las cuales inferimos cémo ha crecido K. Dichas nociones son
los ancestros, descendientes, tiempos de nacimiento y de muerte.

= Una vez que hayamos visto qué queremos decir con crecimiento podremos clasificar a las clases
de acuerdo a dos caracteristicas de su crecimiento: ;cudnto viven? Esto serd lo que llamaremos
la persistencia de la clase; sen que momento viven? Esto es a lo que llamaremos la generacion
de la clase. Estos dos niimeros nos daradn coordenadas para entender el crecimiento de K a
través del tiempo.

= Finalmente, después de convencernos que la persistencia y las generaciones son buenos paramte-
ros para guiar nuestro estudio querremos comprimir esta informacién en un buen resumen
de toda la informacién recolectada. Esto lo llamaremos el diagrama de persistencia, y es la
construccién de este objeto el objetivo fundamental de este capitulo. Su funcién sera ser los

epitomes de todo el crecimiento de K.

Ahora que hemos dicho las cuestiones esenciales pasemos a analizar informalmente la primera de
ellas: supongamos a € H,(R;) es una clase distinta de cero. Podemos pensar que « viaja en el tiempo
(un tiempo discreto dado por la filtracién) creando descendencia: o = t;i41(@), a2 = tii42(a) =
tit1,i+2(0q), ... Asi, la familia generada por « viaja y nosotros podemos ver momentos especificos de su
historia al escoger un tiempo fijo de la filtracién. La nica manera de detener este proceso es que a;; = 0
para algiin j, pues en ese momento, a pesar de que el cero siempre avanza al cero, la descendencia ha
dejado de ser no trivial; o bien, que 7 = m y hayamos llegado al final de la filtracion.

Hemos encontrado con esto un momento importante: el momento en que la clase muere al dejar
de crear descendencia no trivial. Sin embargo, una clase no sélo tiene futuro sino que esta dotada de
un pasado, esto es, todas las clases que a lo largo del tiempo han tenido a a como descendencia en
algun momento. Por lo tanto, la historia de o puede seguirse hacia el futuro, siempre generando un
unico descendiente en cada paso o hacia atras formando un arbol que se ramifica de acuerdo a cudntos
ancestros tuvo a en cada momento de su pasado (en los grupos de homologia persistente previos a
Hp(R)).

Sin embargo, los pasos hacia el pasado son finitos y por lo tanto « tendrd unos ancestros més
antiguos, los que podriamos llamar: los primeros ancestros, y que son los primeros elementos de la
familia que finalmente dard cabida a a.

Finalmente, aunque escondido, hay un tercer elemento fundamental para entender la familia de a.
Los ancestros de oo no tuvieron que aparecer en el mismo tiempo por primera vez, ni necesariamente
« tiene que ser su primer descendiente comtun. Para dos de sus ancestros distintos siempre habra un
primer momento en que tengan un descendiente comun, posiblemente en «. En ese momento dos
familias distintas se unen, pero sélo una de ellas podrd transmitir su nombre (i.e. el nombre de su
clase) a su descendencia. Esa familia es, por convencién, la mds antigua. A esta eleccién se le llama
la regla de antiguedad. En el caso en que se unen dos familias, que aparecen en el mismo tiempo por
primera vez, ninguna muere. Es decir, una familia que se une a otra sélo muere si aquella familia es
mas antigua. Es importante hacer notar que no definimos que una clase especifica mate a otra, sélo
decimos en que momento muere una clase sin asignar responsables.

Hemos detectado tres momentos clave para una clase:

= El momento en que aparecen sus ancestros mas antiguos;

= el momento en que su descendencia se vuelve trivial por primera vez;
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= el momento en que su descendencia se une con otra familia y sélo la més antigua transmite su

nombre, es decir, sélo la mas antigua persiste.

Estas tres caracteristicas son las que entendemos como la esencia del crecimiento de & mediante §.
Gracias a ellas justificamos el decir que la homologia persistente, méas que estudiar clases individuales,
estudia la evolucion de las clases.

Ahora procedamos a dar la definicién formal de estos conceptos, esperando haberlos vuelto objetos

naturales para estudiar. Recordemos que £ es un complejo dado y § una filtracion fija de R.

DEFINICION 87. Decimos que la clase o € H,(8;) nace en el tiempo i si « ¢ H;_1,,(R,5).

Decimos que i es el tiempo de nacimiento de a.

OBSERVACION 88. Notemos que esta definicion implica que la clase cero de algin grupo de homo-

logéa nunca nace, pues siempre es la imagen de un elemento (el cero) del grupo de homologia anterior.
Con esto podemos asociarle a una clase un tiempo de nacimiento y un ancestro méas antiguo:

DEFINICION 89. Decimos que la clase o € Hp(R;) es ancestro de la clase f € H,(R;), coni <j
si 1 (o) = B. Dada una clase o € Hy(R;) definimos un primer ancestro como un ancestro de o
cuyo tiempo de nacimiento es minimo. Al tiempo de macimiento de los primeros ancestros de a lo

denotaremos por n(w).

OBSERVACION 90. 1. Observe que no todas las clases nacen, esto es particular de las clases
que son las primeras en aparecer de una familia (i.e. los primeros ancestros). También es
importante ser consciente que los primeros ancestros no son unicos, aunque todos tienen el
mismo tiempo de nacimiento.

2. Para que las clases cero también tengan un momento de nacimiento diremos que el cero nace
en —oo, es decir, que n(0) = —oo. Asi, el cero siempre puede ser ancestro de otras clases pero
jamds el mds antiguo.

3. Soleremos decir que la clase o nace en tiempo i si n(a) = 1.

DEFINICION 91. Decimos que una clase o € H,(R;), que nace en el tiempo i, muere en el tiempo
J+1sivjjra(e) € Hij.

OBSERVACION 92. Nétese que no todas las clases mueren.

DEFINICION 93. Decimos que la clase € Hy(R;) es descendiente de la clase a € Hp(R;), con
i < j siy (o) = p. Al primer descendiente de una clase o € Hp(8;) que muere, en caso de existir,
lo llamamos el dltimo descendiente de o y a su tiempo de muerte lo denotamos por m(«). Si tal

descendiente no existe pondremos m(a) = 0o y el ultimo descendiente de o serd i; m(c).

OBSERVACION 94. 1. El nombre ultimo descendiente puede confundir. Los descendientes del
ultimo descendiente de o son descendientes de o pero son descendientes triviales o que ya
tienen un primer ancestro mds antiguo que el primer ancestro de a.

2. Diremos que o muere en el tiempo m(c).

DEFINICION 95. Decimos que una coleccion de clases F = {a;, ig1,...,a;} es una familia si se
cumplen las siguientes tres condiciones:

» () =g, paras=i+1,..,7,
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= «; es primer ancestro de o,

= «; es dltimo descendiente de o.

OBSERVACION 96. El hecho de que «; es iltimo descendiente de «; implica que es dltimo descen-
diente as para s =1, ...,J. De la misma forma, el hecho de que oy sea primer ancestro de o implica

que es primer ancestro de ag para s =1,...,J.

Con esto concluimos el andlisis del primer punto expuesto al principio: ;A qué nos referimos
con crecimiento? Ahora que hemos hecho preciso el concepto de nacimiento, muerte, ancestros y

descendencia de clases, podemos pasar a analizar el segundo punto. Comenzamos con la siguiente

DEFINICION 97. Sea o € H,(R;) una clase no cero. Definimos la persistencia de o como
pers(a) = m(a) — n(a).
Si m(a) = oo, entonces definimos pers(a) = oco. Andlogamente, si F' = {a;, aiy1,...,a;} es una
familia, definimos la persistencia de F' como
pers(F) = pers(a;).

Sim(a;) = 0o, entonces definimos pers(F) = oo.

OBSERVACION 98. Note que por definicion, si F' es una familia, pers(F) = pers(a) para cualquier
a € F. Ademds como el cero no pertenece a ninguna familia, la persistencia siempre estd bien definida

para las familias.

Claramente la persistencia define cuantitativamente que tan longeva es una clase. Serd fundamental
la idea que clases con persistencia chica no representan una cualidad importante en el crecimiento de
R sino mas bien un fenémeno momentaneo que podra clasificarse como ruido, en cambio, clases que
persisten mucho tiempo, especialmente si no mueren, representan nociones fundamentales de K.

La otra nocién importante es la generacion. Esta se define como sigue:

DEFINICION 99. Decimos que una familia F = {c;, ®it1, ..., } es de generacion (i, j). Decimos

que una clase a es de generacion (i,j) si pertenece a una familia de generacion (i, 7).

OBSERVACION 100. Una clase puede pertenecer a distintas familias, pero veremos mds adelante
que todas las familias a las que pertenece tienen la misma generacion por lo que la generacion de una

clase estd bien definida.

El concepto de generacién estd més arraigado a las familias que a las clases, pues dos clases de
la misma generacién, no necesariamente representan distintas familias ya que podrian pertenecer a la
misma. Sin embargo, pensar un poco lo que se acaba de decir deja una interrogante: ; Qué familias con-
forman una generacién? Estrictamente hablando la definicién responde a esta pregunta, sin embargo,
queremos darle una nocién de dimensién al conjunto de familias de la generacién (4, j). La respuesta a
estas pregunta serda dada en una seccion siguiente y su deduccion nos llevara al teorema fundamental
de la persistencia. Por el momento consideremos que lo que se ha dicho hasta ahora responde al analisis

deseado del segundo punto.

4. Un ejemplo extenso

En esta seccién estudiaremos mas detalladamente el ejemplo iniciado en la seccién 2. Seguiremos
nuestra intuicién pero mostraremos como las nociones que acabamos de definir solidifican nuestras

predicciones. Recordemos que el complejo R es



Y la filtracion es

ae
de

be o C
Ro

a

b C
s

a

b C
K6

4. UN EJEMPLO EXTENSO

d
® C
a
de
b oC
£
a
b C
Ry
a
b C
Ry

39

a
d -\

b c
R

a

b c
85

a

b c
g

Comenzaremos estudiando p = 0, es decir, la topologia de las componentes conexas. Recordemos

que estos grupos de homologia estan representados por vértices y que dos vértices representan la misma

clase si y sélo si estan en la misma componente conexa. Aceptemos la convencion de representar a cada

componente por su menor vértice con respecto al orden lexicografico. Tenemos lo siguiente:

Hy = Zs[a] ® Z2[b] ® Zz|c] ® Zs]d],
Hy = Zs]a] @ Zs|c] & Zs[d],
Hy = Zsla] ® Zs]c],
H; = Zsla],i =3,...,8.

Para 0 < i < j < 8, la inclusién ¢; ; : H; — H; envia una clase, representada por un vértice

v, a la clase que representa a la componente conexa que contiene a v en £, es decir ¢; ;([v]) = [v].
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Usando esto, por ejemplo, tenemos que relativo a las bases dadas, v 1(z,y, 2,w) = (z + y, z, w) pues
to1(la]) = w01([b]) = [a], to1([e]) = [c] ¥ to1([d]) = [d]. De aqui es claro que Hp; = H; de donde
Bo,1 = 3. Mas generalmente concluimos que ¢; ; es suprayectivo en homologia y por lo tanto

BiJ?O = dimIm([/i7j;0) = dlmH]

Como ya conocemos cada uno de los grupos Hy, ..., Hs podemos conocer todos los nimeros de

Betti persistentes de nivel 0. Acomodados en forma matricial son

ilj j=0 j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6 j=T7 j=8

1=0 4 3 2 1 1 1 1 1 1
1=1 * 3 2 1 1 1 1 1 1
1=2 * * 2 1 1 1 1 1 1
i =3 * * * 1 1 1 1 1 1
1 =4 * * * * 1 1 1 1 1
1=25 * * * * * 1 1 1 1
1=6 * * * * * * 1 1 1
i=7 * * * * * * * 1 1
1 =38 * * * * * * * * 1

Podiamos predecir todo esto a partir de los dibujos, pero queremos enfatizar que los cdlculos de
algebra lineal condensan nuestra intuicién y la vuelven una realidad algebraica. Ahora veremos esto
de manera mas contundente para cuando p = 1.

Pecaremos de calculistas pero es importante enfatizar la estructura algebraica que sustenta toda
la teoria, no sélo de manera teofica sino de manera tangible y concreta. La siguiente parte del ejercicio
serd bastante explicita y un poco extendida para mostrar el desarrollo del que se obtienen los niimeros
de Betti persistentes.

Como en Ky no hay caras de dimensién 1 o mayor, Hy = 0. Esto a su vez implica que 8y ;1 =0
para j =0,1,...,8. Para ¢ = 1,2, a pesar de que hay caras de dimensién 1, no hay ningin ciclo por lo
que H; = Hy =0y, por lo tanto, 1 j;1 =0 para j =1,2,....,8 y B2 1 =0 para j =2,3,...,8.

Para ¢ = 3,4, 5 ya se presentan ciclos, pero todavia no hay caras de dimensién 2, por lo que tenemos

que

Por lo tanto, sélo hay que encontrar quién es el kernel del mapa frontera 9 : C1(8&;) — Co(&).

Para ¢ = 3 podemos poner explicitamente:

d(aab + Bbd + yda + ddc) = ad(ab) + SI(bd) + vd(da) + §9(dc)
=ala+b)+B(b+d)+vy(d+a)+0(d+c)
=(a+v)a+ (a+p)b+dc+ (B+v+0)d
=0,
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por lo que, al ser a, b, c,d base de las O-cadenas, se sigue que

a+vy=0
a+ =0
6=0
B+y+0=0,
que claramente es un sistema equivalente a:
a+v=0
a+p8=0
B+vr=0
A este sistema le corresponde la matriz
1 01
1 1 0],
0 1 1

la cual tiene rango 2 porque el campo es Zs. Su kernel tendra dimension 1 y estard generado por
(1,1,1). Por lo tanto, la unica cadena no trivial es ab + bd + da de donde Hz = Zg[ab + bd + da] y
B3 = 1, tal como se ve en el dibujo.

Para i = 4 tenemos que el mapa frontera cumple

d(ab) = a + b,
d(be) = b+,
d(cd) = c+d,
d(ad) = a +d,
obd) =b+d
Por lo tanto,
1 01 0 O
2= Lo 0011
01 1 10

Mediante eliminacién Gaussiana podemos verificar que tiene rango 3 y por lo tanto la dimensién de su
kernel es 2. Dos elementos linealmente independientes en el kernel son (0,1,0,1,1) y (1,1, 1,0,0) por lo
que son una base. Notemos que estos elementos los sugerimos de acuerdo a los dos ciclos que vemos en
el dibujo, la importancia de llevar a cabo los calculos de algebra lineal es que estamos rigurosamente
seguros que no nos estan faltando o sobrando elementos. Cuando los grupos en cuestiéon son mas
grandes, esto es muy importante, pues procesar informacién directamente del dibujo puede ser muy

riesgoso y podemos omitir o repetir elementos. Todo esto muestra que
Hy = Zsab+ bd + ad] & Zslbe + cd + bd).

Para i = 5 la base de 1-cadenas es ab, ac, ad, bc, bd, cd y por lo tanto
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1110 00
1 1 1
5— 0 0 0
01 0101
0 01 011

Esta matriz tiene rango 3 y por lo tanto la dimensién del kernel es 3. Una base del kernel es
(1,0,1,0,1,0),(0,0,0,1,1,1), (0,1,1,0,0,1) y por lo tanto,

Hy = Zs[ab + ad + bd] @ Zs[bc 4 bd + cd] ® Za[ac + ad + cd.

Para i = 6,7,8 ya aparecen caras de dimensién 2 y por lo tanto algunos 1-ciclos seran fronteras.
Para todos estos casos los cédlculos para determinar las 1-cadenas son los mismos que para i = 5, es
decir, el kernel en todos estos casos tiene base (con coordenadas de acuerdo a ab, ac, ad, be, bd, cd):

(1,0,1,0,1,0),(0,0,0,1,1,1), (0,1,1,0,0,1).

Las tnicas cuentas nuevas que debemos hacer es ver cudles de estos elementos son fronteras: para

1 = 6 se tiene que

d(abd) = ab+ ad + bd = (1,0,1,0,1,0).
Observemos que en este caso la cuenta anterior calcula por completo las fronteras pues sélo hay una 2-
cadena. Las otras dos fronteras (0,0,0,1,1,1), (0,1,1,0,0, 1) representan clases distintas en el cociente

pues su diferencia es ac + ad + bc + bd que no es una frontera. Por lo tanto,
Hg = Zs[bc + bd + cd] & Zslac + ad + cd).

Anélogamente se tiene que
Hy; = Zs[be + bd + cd],

Hg = 0.

Sin embargo, no hemos acabado, lo que hemos hecho hasta ahora nos dice quienes son los primeros
grupos de homologia de &;,7 = 0,1, ...,8 y por lo tanto sus nimeros de Betti, £;;;. Ahora necesitamos
tomar en cuenta las inclusiones.

Lo que haremos primero serd encontrar las matrices que representan a las inclusiones
i1 - Hy — Hipq,
para i = 0,...,7. Para ello convendremos que las bases estaran dadas en el orden en que aparecen en

las siguientes sumas (obviamente, en los espacios triviales no hay base que considerar):

Il I Il I

2[ab + bd + ad]
olab + bd + ad] ® Zs[bc + bd + cd]

SR
[

[
[
2[ab + bd + ad] ® Zs[be + bd + cd] ® Zslac + ad + cd)
2[bc + bd + cd) & Za[ac + ad + cd]

[

=
Il

o[be + bd + cd]

=
I
SN NNNNSOO O

=
I
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Se tiene inmediatamente que ¢g 1, t1,2, t2,3 todos son el mapa cero. Para ¢34 veamos que le sucede
a los elementos en las bases (recordemos que, por ser ¢34 un mapa simplicial la imagen de una clase
es la clase del 1-simplejo generado por la imagen de los vértices):

t3,4(ab+ bd + ad) = ab+ bd + ad.

En otras palabras,

De manera completamente analoga:

1 0
la5 = 0 1 5
0 0

(ot
%7 \o 0 1)

le,7 = (1 0) .

Ademsés t7 g = 0. De aqui podemos entender todos los mapas inclusién pues la composicién de dos
inclusiones es nuevamente una inclusién. Por ejemplo, entendamos qué sucede con ¢4,7. Intuitivamente
la imagen de dicho mapa tendra dimensién 1, pues s6lo uno de los ciclos muere. Para verificar esto
podemos componer (o calcular en bases directamente):

La7 = 16,70 L5,6 O 45
10
01 0
=(1 0) 0 1
00 1
00
z(o 1),

tal como se esperaba. De aqui que el rango sea 1, es decir, 347,1 = 1. Siguiendo estos pasos pueden
calcularse todos los ntimeros de Betti persistentes de nivel uno. Resumimos dichos nimeros en la
siguiente tabla:

ilj j=0 j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6 j=7 j=8

1=0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
i=1 * 0 0 0 0 0 0 0 0
1=2 * * 0 0 0 0 0 0 0
1 =3 * * * 1 1 1 0 0 0
=4 * * * * 2 2 1 1 0
1=25 * * * * * 3 2 1 0
1=6 * * * * * * 2 1 0
=17 * * * * * * * 1 0
1 =28 * * * * * * * * 0
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Finalmente para p = 2 todos los grupos de homologia son triviales, de donde todos los niimeros
de Betti persistentes de nivel dos son cero, es decir, §; j;2» = 0 para 0 <7 < j <8.

Habiendo visto este ejemplo esperamos haber logrado dos cosas: primero, mostrar cémo son los
calculos que se necesitan para poder encontrar los nimeros de Betti persistentes, haciendo notorio
que no son mas que cuentas de algebra lineal. Segundo, haber causado la inquietud de desarrollar
un algoritmo més eficiente que el aqui mostrado, pues hasta ahora la tnica herramienta sélida que
tenemos es hacer las cuentas completas y explotar las cualidades particulares del ejemplo en cuestién.
En efecto, hay un algoritmo eficiente para calcular los niimeros de Betti persistentes pero volveremos
a eso hasta haber desarrollado mas teoria.

5. Familias y generaciones

Ahora procederemos a entender mejor el concepto de familia. Mas concretamente, lo que queremos
lograr es asignar una dimensién al espacio de familias de una generacién fija de manera semejante a
la que se usa para asignar una dimensién a un espacio vectorial. Por ejemplo, a pesar de ser infinitos
elementos en el plano sélo hay dos dimensiones linealmente independientes; a pesar de haber infinitas
familias s6lo habra un nimero finito de familias «independientes».

Comenzaremos estableciendo notacién para trabajar con familias de manera mas sencilla:

NOTACION 101. Si F es una familia de generacion (i, j) denotaremos a sus elementos por Fj, ..., Fj

y llamaremos i = i(F) y j = f(F), la i por inicio de la familia y la f por final de la familia.

OBSERVACION 102. Los subindices son de esta forma pues su objetivo es mostrar el grupo de

homologia al que pertenece la clase en cuestion, i.e, Fy € Hy.

Comenzamos con la siguiente proposicién, que justificard después la definicién de familias inde-

pendientes:

PROPOSICION 103. Sean F' y G dos familias y supongamos que tienen un elemento en comain,
entonces i(F) = i(G), f(F) = f(G). En particular, familias que se intersectan tienen la misma gene-

racion.

DEMOSTRACION. Supongamos que Fy = Gy, para algunos i(F) < s < f(F) y i(G) < s < f(Q).
Se debe cumplir que el subindice es el mismo, pues recordemos que dicho subindice indica el grupo de
homologia al que la clase pertenece, i.e. Fs,Gs € H,(8;) y por la primera propiedad que define a las
familias tendremos entonces que Fyi = Goqp, k > 0.

Como F es familia, F'y(p) es el ultimo descendiente de los elementos de la familia de F', en particular
de Fy = G. Al mismo tiempo, como G es familia el tltimo descendiente de los elementos de G es
Gf(q)- Por lo tanto, Frpy y Gy(q) es el tltimo descendiente de la clase Fy = G,. Por unicidad del
tltimo descendiente, se tiene que Fypy = G (), y por lo tanto, f(F) = f(G).

Este argumento no funciona directamente para el primer ancestro pues estos no necesariamente son
tinicos. Lo que sabemos es que Fj(p) y Gj(g) son primeros ancestros de Fy = G, de donde i(F) = i(G),
pues los primeros ancestros deben tener la misma antigiiedad. De aqui que F'y G son de generacién
(i(F), f(F)), concluyendo la demostracién. O

OBSERVACION 104. 1. Esta demostracion justifica la definicion de generacion de una clase

pues prueba que este concepto estd bien definido.
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2. Ndétese que se uso fuertemente que las familias, a pesar de intersectarse, tienen primeros

elementos igual de antiguos. De lo contrario una de las dos deberia persisitir y la otra morir.

Dada una clase que puede ser primer ancestro, la familia que le tiene como primer ancestro es
unica. Sin embargo, una clase que puede ser tltimo descendiente puede tener asignadas varias familias
de la que es ultimo descendiente. Por lo tanto es justificable reducir la nocién de independencia a las
propiedades de los ancestros comunes de la familias, aunque por suerte podremos hacerlo también para
los ultimos descendientes.

DEFINICION 105. Sea 0 < i < j<m y F una coleccion de familias de generacion (i, j).

1. F es inicialmente independiente si el conjunto {F;|F € F} es linealmente independiente
sobre H;_q1 ; + ker(; ;).
2. F es finalmente independiente si el conjunto {F;|F' € F} es linealmente independiente

sobre H;_q ;.

OBSERVACION 106. 1. Es claro que una familia inicialmente o finalmente independiente es
finita, y que la cantidad de elementos que tiene no excede la dimension del espacio que contiene
a los elementos.

2. En esta definicion estamos considerando que, parai =0, H_;; = 0.

PROPOSICION 107. Sea 0 < i < j < m y F una coleccién de familias de generacion (i,7). F es

inicialmente independiente si y solo si es finalmente independiente.

DEMOSTRACION. Probaremos ambas implicaciones. Como en cada caso supondremos que la fami-
lia F es independiente de algiin modo, sabemos que serd finita, digamos F = {F*, ..., F*}.

Comencemos suponiendo que F es finalmente independiente y que
MEY + 4+ NFPEeH; 1, + ker(¢; 5),
entonces sabemos que existen x € H;_1; y k € ker(Li,j) tales que
MEN+ 4+ NFP =a + k,
de donde al aplicar ¢;; de ambos lados obtenemos
ME! 4.+ AFy =1 5(x) € Hi_y j,

pues x € H;_ ;. Por lo tanto, dado que F es finalmente independiente, se sigue que A\; = ... = \; =0,
probando la independencia sobre H;_1 ; + ker(¢; ;).
Ahora supongamos que F es inicialmente independiente y que

)\lel + ...+ )\S.FjS € Hifl’j.
Por lo tanto, existe un ' € H;_ tal que
Li_l,j(ﬂcl) = >\1Fj1 + + )\sF;,

y a partir de él definamos = = ;1 ;(z') € H;_1,;. Ademds sea o = A F}! + ... + A\ F?.
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Sea k = a — x, entonces
Lij(k}) = Lij(Oz — JI)
= vj(a) — vij(w)
= Lij(AlFil + ..+ )\sFis) - Li—l,j(x,)
=MF + ..+ AFP — (MF + ..+ M)

= O7
de donde k € ker(s;;). Por lo tanto, « = x + k € H;_1,; + ker(s;;). Por definicién de inicialmente
independiente se sigue que A\; = ... = Ay = 0. Esto prueba que F es finalmente independiente y
concluye la prueba. O

OBSERVACION 108. Es importante notar que la prueba funciona para el caso en que i = 0.

La proposicién anterior demuestra que ambos conceptos de independencia son equivalentes por los
que nos referiremos a una familia que cumpla alguna de ellas simplemente como independiente. Ademas
en ningdn momento se utiliza que F sea una coleccién de familias, por lo que la prueba funciona mas

generalmente. En particular, se tiene el siguiente corolario de la demostracién

COROLARIO 109. Sea 0 < i < j < m y F una coleccion de familias de generacién (i,7). F es
independiente si y sdlo si {Fs|F € F} es independiente sobre H;_1 s +kerts ;j parai < s < j.

DEMOSTRACION. La demostracién se sigue de aplicar la proposicién anterior a s = 4,i+1,...,5. O

OBSERVACION 110. Obsérvese como para s = j se tiene que H;_1 ; + kert; ; = H;_1; pues ij
es la identidad. Esto muestra que, a pesar de la primera impresion, la definicion de independencia de
familias es bastante simétrica.

Debemos notar que en la pruebas anteriores realmente no se usé que los elementos fueran ancestros
mas antiguos o tultimos descendientes de familias, los argumentos funcionan tal cual para elementos
de los espacios vectoriales apropiados. Lo tnico que tenemos que cuidar es que, en caso de hablar de

independencia final, es que los elementos en cuestién pertenezcan a H; ;. Escribimos esto en el siguiente

COROLARIO 111. Sea {x1,...,xs} C H; y yr = v (k). Se tiene que x1,...,x5 son linealmente
independiendes sobre H;_1 ; + ker(Li’j) 51y solo si es yi, ...,y es independiente sobre H;_y ;. Esto a

su vez es equivalente a que t; (1), ..., ti1(zs) sea independiente sobre H;_1 4 +ker(u, ;) parai <t < j.
Todo lo anterior justifica que demos la siguiente

DEFINICION 112. Sean 0 <i < j < m. A la dimensién de H; sobre H;_1; + keri; ;, que es igual
a la dimension de H;; sobre H;_1 j, se le denota por 0; ;.. St no hay posibilidad de confusion los

denotaremos simplemente por 0; ;

6. Generaciones y persistencia

A mnosotros nos interesa la maxima cantidad de familias de generacién (4,j) que son finalmente
independientes. Por definicién dicha cantidad es menor que 8; ; pero no tiene porque ser igual, pues la
condicién de ser familia requiere que los tltimos descendientes tengan imagen en H;_; j, lo que agrega
condiciones lineales sobre los elementos.
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DEFINICION 113. A la mdzima cantidad de familias independientes de generacion (i, j) se le denota

por i; ; y lo llamamos la dimension de la generacion (i,j).

El siguiente teorema es fundamental para la interpretacion posterior de los diagramas de persis-
tencia:

TEOREMA 114. Si0 <i < j <n cumple que

wij = Bij— Bijr1 — (Bic15 — Bic1j+1)-
Ademds,
Hin = ﬁim - ﬁifl,n-

DEMOSTRACION. La siguiente demostracién funciona igual de bien para cualquier j, haciendo
los grupos de homologia apropiados cero, cuando j +1 > n o i — 1 < 0) La siguiente notacién
serd importante: Sea T' = ¢ 41 : Hyj — H; j41y S = ¢ 41 : Hi—1j — H;—1 j41. Es facil notar que
ker S =kerT N H;_ ;.

Consideremos una coleccién independiente de familias F'!, ..., F'* de generacién (i, j) y recordemos
que esto significa que Fjl, ..., 7 es linealmente independiente sobre H;_ ;. Como F' k es el ltimo

descendiente entonces muere entrando en tiempo j + 1, lo que significa que Lj’jH(Ff) € Hi_1 41,

digamos que Lj)j+1(Ff) =1;_1,j+1(7") para algin z € H;_;. Por lo tanto se cumplird que

T(ij - Li_lJ(Ik)) = 0,

y entonces F]IC — Li,l,j(xk) € kerT', o en otras palabras, ij ckerT + H;_q ;.
Hemos demostrado que Fjl7 ..., 7 forman un conjunto linealmente independiente sobre H;_j ;
dentro de ker T'+ H;_; ; y por lo tanto su dimensién no puede exceder la dimensién de ker T"+ H;_1 ;

sobre H,;_ ;. Se sigue que
s < dim(ker T'+ H;_1 ;) — dim(H;_1 ;)
=dimker T — dim(ker T'N H;_1 ;)
= dimker 7" — dim(ker S).

Sin embargo, como T' = ¢; j41 : H; j — H; j11 es suprayectiva, pues ¢; j41(H; ;) = H; j41, se sigue del
teorema de la dimensién que

dimker T = dim H; ; — dim H; ;11 = B;j — Bij+1-
y usando un argumento similar para S se obtiene que
dimker S = dim H;_y j; — dim H;_y j 11 = Bi—1,; — Bi—1,j+1-
Sustituyendo estas igualdades en la desigualdad obtenida para s se concluye que
5 < Bij — Bij+1 — (Bim1j — Bi—1,j+1)-

Esto prueba que la cantidad de familias independientes de generacién (i,j) no puede exceder a
Bij—Bij+1—(Bi=1,; —Bi—1,j+1). Ahora sélo debemos demostrar que hay una coleccién con tal cantidad
de elementos. De los calculos anteriores hemos comprobado que

Bi; — Bij+1 — (Biz1,j — Bi—1,j41) = dim(ker T + H;_; ;) — dim(H,_1 ;).
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Consideremos un subconjunto maximal de ker T+ H,_; ; linealmente independiente sobre dim(H,_1 ;),
digamos yjl-, -,y;. Como kerT'+ H;_; ; C H;; existen elementos yl, ..., y$ en H; con L”(yf) = yf
Tomemos el conjunto de clases F* = {y¥ y& ..., yf}, donde y¥ = 1; ;(y¥) para k = 1, ..., j. Probaremos
que F* es familia para cada k.

Como yf pertenece a un conjunto linealmente independiente sobre dim H;_; j, no puede pertenecer
el mismo a H;_; ; de donde cualquier ancestro de yf pertenece a H;, H;y1,..., H;. En consecuencia yf
es un ancestro de y;“ tan antiguo como es posible, de donde se sigue que es un primer ancestro

Por otra parte, como yi =t + hy, donde t, € kerT'y hy, € H;_1 ; se sigue que

Ljfl,j(yi) =115tk + hi)
T(tk + hk)
=T(hx)

€ Hi_1 41,

por lo que el elemento T'(hy) tiene al menos un ancestro en H;_1 (que bien podria ser el cero), y por
lo tanto mas antiguo que yf lo que implica que yf muere en tiempo j + 1. Sin embargo, no puede ser
que yf no sea el primer descendiente de yf que muera, pues de lo contrario habria un elemento y¥ con
1 <t < j con un ancestro mas antiguo que yf y esto contradice que y{“ sea primer ancestro de yf . Por
lo tanto, yf es tltimo descendiente de y¥. Esto prueba que F* es familia.

Hemos demostrado que F!, ..., F’® son todas familias y son finalmente independientes, por cons-
truccién, se sigue que hay una coleccién independiente de familias de generacién (i,,j) de longitud

Bij — Bij+1 — (IBi—Lj — Bi—1,j41) ¥y como este es la maxima cantidad hemos demostrado que

pig = Bij — Bijr1 — (Bi—1,5 — Bi—1,j+1),
como queriamos demostrar. O

Para ver en dénde radica la importancia de lo que acabamos de demostrar consideremos el caso
hipétetico en que tenemos una filtraciéon 89 C &1 C K2 = K. En este caso tendremos los siguientes
numeros de Betti persistentes: 390, 80,1, Bo,2, Bi,1, Bi,2, 1,3 ¥ las siguientes dimensiones para las
generaciones fig,0, f0,1, H0,2, H1,1, 41,2, H2,2- Bl teorema anterior nos indica que

to,0 = Bo,o — Bo.1,

to,1 = Bo,1 — Bo2,

po,2 = Bo,2,

p11 = P11 — B2 — Boa + Boz,
Hi,2 = P12 — Bo,2,

H2,2 = ﬁ2,2 - 51,2'

Esto puede acomodarse en forma matricial como sigue:
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Ho,0 1 -1 0 0 0 0\ [Boo
Ho,1 0o 1 -1 0 0 O Bon
w2 | {0 o 0 0 0]]PBoe
pa | |0 -1 1 =1 0f B
11,2 0 0 -1 0 1 O0f]be
12,2 0o 0 0 0 -1 1 Ba2,2

Podemos proceder con eliminacién gaussiana como sigue: sumamos el renglén 2 al 4, el renglén 3 al 5,

y posteriormente el renglén 5 al 6. Eso nos lleva a que la matriz de 6 x 6 mostrada es similar a

1 -1 0 0 0 0
01 —-10 0 0
00 1 0 0 0
00 0 1 -1 0]
00 0 0 1 0
00 0 0 0 1

de donde vemos que el determinante de la matriz es 1 y por tanto es invertible. De hecho, la inversa
esta dada por:

o 0o o0 o O
S O = O ==
L e e e
O O = O O O
= = = O O O
—_ o O O O O

En otras palabras, tenemos la relacion,

Bo,o = 40,0 + Ho,1 + Lo,2,

Boa = o1 + Ho,2,

Bo,2 = Ho,2,

Bi1 = poa + po2 + p1a + p2,
Bi,2 = o2 + p1,2,

Bo.2 = to2 + 1,2 + p22.

El objetivo de la siguiente seccién serd mostrar que esto no es una coincidencia y que siempre se pueden

despejar los niimeros de Betti en términos de las dimensiones generacionales.

7. El algoritmo de reduccién

En la dltima parte de la seccién anterior mencionamos brevemente que podiamos invertir una
matriz mediante la eliminacién gaussiana, ahora estudiaremos el proceso paso por paso de manera ge-
neral. Primero acordemos poner el orden lexicografico para ordenar a los niumeros de Betti persistentes
y a las dimensiones generacionales, es decir, el subindice (i, j) precede al (r,s) sii <rosii=ry
j < s. Siguiendo este orden denotemos por

B = (80,0, Bo.ns Br1s -+ By oo Brn) T 1= (10,05 ++s HOms 1,15 05 By oo ) T
El teorema anterior nos permite expresar al vector y linealmente en términos del vector 8, mediante

una matriz que llamaremos R. Es decir, se cumple
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uw=Rp.

Al renglén de R que corresponde a la combinacién de p; ; lo llamaremos el renglén (i, j) y lo deno-
taremos por R(i, j). Observemos que R(%,j) siempre tiene un 1 en la diagonal pues la expresién de p; ;
utiliza a f; ;, a lo méds tiene un elemento (que serd un —1) a la derecha de la diagonal correspondiente
a (i j+1, en caso de que dicho elemento se utilice que es precisamente cuando j < n. A la izquierda de
la diagonal puede tener cero elementos si ¢ = 0, un elemento si ¢ > 0y 5 = n o dos elementos si ¢ > 0
y j < n. Nuestro objetivo sera utilizar esta estructua para eliminar todos los elementos debajo de la
diagonal.

La observacion esencial es: para cualquier renglén R(4,j),4 > 0, siempre existird un renglén ante-
rior, con ceros antes de la diagonal y tal que al sumadrsele a R(i,7) elimina todos los elementos antes
de la diagonal. Este rengléon asociado a R(i,j) puede haber sido modificado en un paso anterior de la
eliminacién Gaussiana. Si ahora regresamos a verificar el ejemplo de la seccién anterior vimos que este
fue precisamente el proceso que seguimos para llevar a R a una matriz triangular con inicamente unos
en la diagonal principal.

Sigamos este proceso ordenadamente: para los renglones con i = 0 no necesitamos hacer nada pues
no presentan elementos no nulos a la izquierda de la diagonal principal. Para ¢ = 1 las ecuaciones que

determinan el comportamiento de los renglones R(1,j),5 =1,2,...,n son
p1,5 =B — Brj+1 — Boj + Boj+1,1 < j<m,

Hin = ﬁl,n - ﬂO,n~

Vistas en el orden en que aparecen sus entradas en los renglones son
w15 = —Po,j + Boj+1+ B — Prj+1,1 <j<m,

Hin = _BO,TL + Bl,n'

Los renglones que corresponden a i = 0 son
po,j = Boj — Poj+1,0<j<n

Hon = ﬂO,n-
De donde es claro que sumar el renglén R(0,j) al R(1,j) cancela tinicamente lo que estd precisa-
mente antes de la diagonal y deja el resto intacto. Para el siguiente, ¢ = 2, tenemos

Mo = =P+ Bijr1+ P2 — P2i+1,2 < j <,

H2n = _ﬂl,n + 62,71-

Aqui vemos que lo que estd antes de la diagonal en R(2,j) se cancela precisamente con lo que
estd después o en la diagonal en R(1,j), que es precisamente la parte que ha quedado sin alterar al
hacer la eliminacion gaussiana a los renglones con ¢ = 1. Por lo tanto, hacer estas sumas elimina todo
lo que estd antes de la diagonal de R(2,7) y lo demds lo deja intacto.

Podemos llevar este proceso de manera inductiva: Los renglones R(, j) estdn dados para i > 1 por
pij = —Bi—1,j + Bi—1j41 + Bij — Bij+1,1 < J <m,

Hin = _57571,71 + 572,713
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cuyas partes antes de la diagonal se cancelan al sumarles los renglones R(i— 1, j) pues dichos renglones
ya no tienen nada antes de la diagonal, por hipdtesis inductiva, y el resto se ha mantenido intacto y

por ende coincide con lo que aparece en las ecuaciones
i1 = —Bi—15 + Bi—1j+1 + Bij — Bij+1,1 —1 < j <,

Hi—1,n = _Bifln + Bifl,ru
y éstas precisamente cancelan lo que aparece antes de la diagonal y dejan el resto intacto. Iterando

este proceso para i = 0, 1,2, ...,n obtenemos el siguiente

TEOREMA 115. Sea R la matriz que relaciona a B con u, entonces el algoritmo:
= Parai=1,...,n
e Para j =1i,i+1,....,n suma el renglén R(i — 1,7) al renglén R(i,j).
transforma la matriz R a una matriz triangular superior equivalente R con dnicamente unos en la

diagonal.

DEMOSTRACION. Ya hemos probado que el algoritmo en efecto transforma a R en una matriz
triangular superior equivalente (es equivalente porque son pasos de eliminacién gaussiana). El hecho
de que sean unos en la diagonal se sigue de que la diagonal nunca se afecta en estos pasos y la matriz

R tenia una diagonal de puros unos. O
Se tiene inmediatamente el siguiente
COROLARIO 116. La matriz R cumple det(R) = 1 y por lo tanto es invertible.

Con esto hemos justificado que el proceso que vimos al final de la seccién anterior no es coincidencia
sino un proceso general. El proceso hasta ahora es suficiente para que podamos invertir la matriz y
despejar el vector (8, sin embargo quisieramos mas. Dado que tenemos tan buen control de lo que le
ocurre a la matriz R hasta ahora quiza podamos llevar suficiente control para reducirla por completo
a la identidad. Esto seria magnifico pues entonces estos mismos pasos hechos a la identidad nos daran
la inversa R~!.

Como el algoritmo de reduccién hasta ahora ha dejado intacto todo lo que ocurre de la diagonal
a la derecha este pedazo coincide con el de R. Para un i fijo veamos todas las ecuaciones de las que

obtenemos los renglones de R son:

Wii = —Bi—1:+ Bi—1,i+1 + Bii — Biit1
Miit1 = —Bi—1,i+1 + Bic1,it2 + Biiv1 — Biit2
Miit2 = —Bi—1,i+2 + Bi—1,i+3 + Biiv2 — Biit3

Hin—1 = —Bi—1,n-1+ Bi—1in + Bin—1 — Bin
Win = —Bi—in + Bin
El elemento que estd en la diagonal en el renglén R(i,j) es precisamente el negativo del que estd a
la derecha de la diagonal en el renglén (i,j — 1). Como esa parte de la matriz no ha sufrido cambios

esto sigue siendo cierto en R. Por lo tanto, sumamos el renglén R(i,n) al R(i,n — 1) con lo que

dejaremos este tltimo unicamente con un uno en la diagonal (o sea, la diagonal no sufrié cambios).
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Luego sumamos R(i,n—1) a R(i,n—2) y el elemento de la diagonal del primer renglén cancela lo que
queda fuera de la diagonal del segundo, dejando asi inicamente un 1 en la diagonal. Asi, este proceso
de sumar de abajo hacia arriba los renglones R(,1), ..., R(i,n) nos lleva a la matriz identidad como

queriamos. Hemos probado la segunda parte del algoritmo:

TEOREMA 117. Si a la matriz é, construida en la primera parte del algoritmo, se le efectian las

operaciones elementales

= Parai=0,1,...n
e Paraj=mn-—1,...,0 suma el renglon R(i,j + 1) al renglon R(i,7)

se obtiene la matriz identidad.

Ahora procederemos a entender qué le hacen estos mismos pasos a la matriz identidad (de las
mismas dimensiones qu R). Primero observemos qué le ocurre después de la primera parte del algoritmo.
En dicha parte, si i > 0 el renglén I(, j) s6lo se modifica una unica vez, que es cuando se le ha sumado
el renglon (i —1, j). Este renglén a su vez sélo ha sido modificado una tinica vez: cuando se le sumé el
rengléon I(i — 2, j), y asi sucesivamente hasta que llegamos al momento en que al renglén I(1, j) se le
suma I(0, j) y a este dlitmo no se le hace nada en el algoritmo. En otras palabras, el renglén I(4, j) se ha
sustituido con la suma I(0,7)+1(1,j)+...+I(i, 7). Por lo tanto, el renglén (4, j) de la matriz I, que se
obtiene de I después de la primera parte del algoritmo, tiene unos en las entradas (0, j), (1, j), ..., (¢, 5)
y cero en el resto.

Por ejemplo, para el caso en que n = 2 la matriz que se obtiene es:

100 0 0O

010000
F_lo0o 1000
01010 0]
001010
001011

como puede comprobarse si se siguen los pasos de la eliminaciéon Gaussiana dados en el algoritmo, y
que son los que seguimos cuando vimos este ejemplo en la seccién anterior.

A la matriz I debe aplicérsele la segunda parte del algoritmo. En esta ocasion si j < n el renglén

I(7,7) solo se ha modificado una vez cuando se le suma I(i,j + 1). Este renglén a su vez viene de

sumarle el rengldn I(i, j + 2), y asi sucesivamente hasta llegar que al renglén I(i,n — 1) sélo se le suma

el renglén I(i,n), al cual no se le hace nada en esta parte del algoritmo. Por lo tanto, el renglén I(3, 5)
se ha sustituido por la suma (de renglones originales de f) siguiente: T(i,j) + f(i,j +1)+..+ f(z, n).

De acuerdo a lo que vimos al construir f, el renglén I (i,7) tiene unos en las siguientes posiciones:
(0,7), (1,4), ..., (i,7) y ceros en el resto. Conforme j varia en 4,7 + 1, ...,n estos unos nunca coinciden.

Por lo tanto, la suma I(i,5) 4+ I(é,5+1)+...+ I(i,n) produce un renglén con tnicamente ceros y unos,

estos ultimos en las posiciones:

(07]) (17.7) (Z’])
(07J+1) (17j+1) (i’j+1)

(0,n) (1,n) (i,n)
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Con esto vemos cémo son los renglones de la matriz obtenida al terminar el algoritmo en I y cOmo esto
termina el proceso y ha llevado R a la identidad, entonces la matriz asi obtenida es R~!. Por ejemplo,

dijimos que la inversa en el caso n = 2 es

1 1100 0
011000
001000
011110/
001010
001011

que precisamente tiene los unos en las posiciones predichas.

Englobamos todo este en el siguiente

TEOREMA 118. La matriz R que relaciona a los vectores p y B es invertible, con det(R) =1, y su

inversa es la matriz R™1 cuyo renglén (i,7) tiene unos en las posiciones

0j+1) @Lj+1) - (j+1)
(0,71) (1,71) T (z,n)

y cero en todas las demds posiciones.

OBSERVACION 119. No queremos causar confusion con la manera en que estd escrita esta proposi-
cion. Solo hemos puesto los subindices en forma matricial para que sea claro como sumar los subindices

mds adelante, no hay ninguna matriz bajo consideracion.

Gracias a este teorema podemos enunciar un corolario, aunque lo llamaremos teorema de todos

modos, pues es el llamado

TEOREMA 120 (Teorema fundamental de la homologia persistente). Los nimeros de Betti pueden
obtenerse a partir de las dimensiones generacionales linealmente mediante

Bijp = Z Zuk,l;p-

k<il>j
8. Diagramas de persistencia

Finalmente estamos listos para construir los diagramas de persistencia cuya funcién es servir
de resumen de las propiedades topoldgicas que se observan durante el crecimiento del complejo K
mediante la filtracién §. La informacién topoldgica que se codificara serd la dada por las dimensiones
generacionales que, gracias al teorema fundamental, es equivalente a la informacién que podriamos
obtener mediante los nimeros de Betti persistentes.

Ahora daremos el algoritmo para construir estos diagramas de persistencia:

s Seleccionar 0 < p < n. Esto se hard para construir el diagrama que codifica la informacién
asociada a la homologia p-dimensional.

= Seleccionar 1 < i < j < oo y marcar en el plano R x (RU{co}) el punto (4,5 + 1), donde n+1
se marca en oo si y; ; > 0.

» Asignarle multiplicidad p; ; al punto (¢,j + 1) si este punto fue marcado. La multiplicidad se

marca en el diagrama escribiendo p; ; al lado del punto (¢,j +1).
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= Dibujar la diagonal x = y y considerar que cada uno de sus puntos tiene multiplicidad infinita

(esto se hace con el objetivo de simplificar un tecnicismo posterior).

Para ejemplificar como se hacen estos diagramas veamos un ejemplo sencillo. Nuestro complejo,
que ya hemos visto antes, serd 8 = A, a cuyos vértices los llamaremos a,b y c¢. Los complejos de la

filtracion estaran dados como sigue:

» R ={a,b,c},

» R ={a,b,c ac},

» Ry = {a,b,c,ac,ab},

» R3 = {a,b,c,ac,ab,bc},

» Ry = {a,b,c,ac,ab,bc,abc}.

Graficamente se ve como sigue:

Ce C C (¢} C
[ ] [ ] [ ] L‘ B lv\'
b a b a b a b

ﬁo ﬁ1 RQ R3 fi4

Como s6lo hay simplejos de dimensiones 0, 1 y 2 inicamente habra diagramas de persistencia para

esos valores. Comencemos viendo el caso p = 0. El arbol de crecimiento en este caso es:

Ro £ R f3 Ay

De aqui concluimos que las dimensiones generacionales son fi9,0.,0 = 1, ft0,1,0 = 1, po,40 = 1 y el
resto son cero. Por lo tanto, el diagrama de persistencia Diag(8,§)o tendrd tnicamente tres puntos

en (0,1),(0,2) y (0,00), todos ellos de multiplicidad 1. En consecuencia el diagrama es
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AN

W

Hemos utilizado la recta y = 5 para representar la recta que corresponde al infinito.
Ahora veamos el arbol de crecimiento para p = 1:
v

Ro R R R Ry

Aqui v es la clase en H;(83) representada por ab + bc + ca. De este drbol obtenemos que las
dimensiones generacionales son 331 = 1y el resto cero. Por lo tanto, el diagrama de persistencia

tendra dnicamente un punto de multiplicidad 1 en (3,4). El diagrama es

AN

Vv

Finalmente para p = 2 el arbol de crecimiento es

® abc

ﬁo ﬁl ﬁg ﬁ:} ﬁ4
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Por lo tanto la unica genercién no nula es (4,4), o sea, clases inmortales que nacen en el tiempo 4.

Tenemos fi4,4.2 = 1, de donde el diagrama tiene un tinico punto en (4, 00) (que nosotros dibujamos en

(4,5)):

A 4

OBSERVACION 121. No nos dejemos llevar por lo escueto de los diagramas, la razén de ser de esto
es que hemos escogido un ejemplo casi trivial. Por lo general los diagramas en la prdctica tienen miles

de puntos.

Ahora que hemos visto la construccion de los diagramas pasemos a entender como leer los niimeros
de Betti persistentes a partir de ellos. La clave de esta lectura la da el teorema fundamental, el cual

dice

Bijp = Z Z Mk lp-

k<i 1>5

Sik<iyl>jestal que p 1, > 0 entonces el punto (¢, j + 1) se ha marcado con tal multiplicidad.
Por lo tanto, todas las dimensiones generacionales que contribuyen en la suma anterior aparecen en el
cuadrante dado por x < i,y > j. Viceversa, si hay un punto en ese cuadrante marcado con multiplicidad
tr;p > 0, entonces dicha dimensién aparece como sumando en la suma dada por el teorema. Este

breve andlisis nos ha dado la prueba de la siguiente

PROPOSICION 122. El nimero de Betti persistente f3; j., coincide con la cantidad de puntos, to-
mando en cuenta la multiplicidad, que hay en el p-ésimo diagrama de persistencia dentro del cuadrante
x <4,y > j. En particular, el p-ésimo numero de Betti de R; coincide con la cantidad de puntos,

tomando en cuenta multiplicidad, en el cuadrante x < i,y > 1.

Para ejemplificar esta lectura supongamos que para alguna filtracién hipotética de 7 pasos (i.e,

R = Rg) un diagrama de persistencia se ve como sigue:
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La recta y = 7 se piensa como los puntos en infinito y los nimeros en rojo son los que indican
multiplicidades. Calculemos (33 4., para este diagrama: de acuerdo a la interpretacién que hemos dado

seran la cantidad de puntos dentro del cuadrante ¢ < 3,j > 4. Dicho cuadrante se marca en el siguiente
diagrama:

Por lo tanto,

5374;1) =2+1= 37
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pues en ese cuadrante sélo hay un punto de mutiplicidad 2 y otro de multiplicidad 1.
Si ahora deseamos encontrar el p-ésimo niimero de Betti de R tenemos que hacer el proceso anterior
para ¢ = j = 6. El cuadrante en ese caso es

AN

o0

—
[\
w
S
ot
(2]
~

Por lo tanto,

Be,6p = 2.

9. Bibliografia
Para este capitulo se han revisado los siguientes textos:

Computational Topology, An Introduction. Herbert Edelsbrunner, John Harer: El se-
gundo capitulo de estas notas son un esfuerzo por explicar rigurosamente los temas expuestos
en la primera seccién del séptimo capitulo. Menciono esto pues quiero enfatizar que el teore-
ma fundamental de la homologia persistente aparece en este texto en la pagina 181 con una
explicacién muy breve y que, a mi parecer, es vaga. La razén de esto es que aqui se justifica
la ecuacion 114 mediante un proceso de inclusién y exclusién que, a mi parecer, deja de lado
el papel fundamental de las dimensiones. Es decir, en este texto se define Mf, ; como el nimero
de clases que nacen en K; y mueren entrando a K, sin hacer ninguna referencia a indepen-
dencia entre ellas. Sin embargo, si se toma literal esa definicién, que es posible por la finitud
de los grupos de homologia en cuestién, la ecuaciéon 114 no es verdadera. La razén de que no
sea verdadera es que hemos probado su veracidad cuando un requerimiento de independencia
adicional se impone, y claramente esto reduce en cantidad al ntimero Mf, ; respecto a la inter-
pretacién literal de lo que ellos presentan. Un ejemplo concreto para observar este fenémeno

aparece en el ejemplo desarrollado al inicio, para la filtracién
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Aqui puede observarse que, con la interpretacién literal, p4 7,1 = 2, pues las clases distintas
son las representadas por abd y por abd + bed (obsérvese que estas dos clases no son indepen-
dientes, en el sentido dado en las notas). Sin embargo, con nuestros célculos ps7.1 = 1y,
como tanto en el libro como en nuestras notas la definicién de 3; ;., coincide, no es posible que
estén considerando la interpretacion literal. Esto muestra que un concepto de independencia
es necesario al contabilizar las clases de una generacién especifica.

Claramente, no estoy afirmando que los autores del libro no son conscientes de la definicién
correcta de uf’ ;» simplemente enfatizo que no dan una definicién rigurosa en este punto, donde a
mi parecer si deberia darse una. La definicién que yo doy de uﬁ ; la obtuve después de bastantes
experimentos sobre qué es lo que se buscaba contabilizar. Por otra parte, la demostracion del
teorema fundamental de la persistencia no aparece en este texto aunque es mencionado alli.
Mi objetivo fue demostrar como se deducia tal ecuacion a partir de 114. Finalmente, la prueba
de 114 que presentd es mia, pero admito que quizé haya alguna mas directa.

Creo es importante leer el séptimo capitulo del libro completamente, pues se introducen
unos algoritmos para el cdlculo de los diagramas de persistencia que no se mencionan en estas
notas. También se analiza el problema de la eficiencia cuando se planea programar en una
computadora el algoritmo, entre otras cosas relacionadas.

Topology for Computing. Afra J. Zomorodian: Este texto no menciona el teorema funda-

mental de la persistencia y pasa directamente al estudio de los diagramas de persistencia. Lo
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que es fundamental leer de este libro son la seccién 6.1 y el capitulo 7. Este ultimo capitu-
lo muestra un algoritmo para calcular diagramas de persistencia ignorando toda la cuestién
homoldgica subyacente, es decir, una vez que se obtienen el complejo simplicial y la filtra-
cién asociada se procede a trabajar con ciertas matrices mediante algoritmos de reduccién y
al final, cual magia negra, puede leerse el diagrama de persistencia. En esta parte juega un
papel muy prominente el hecho de que las filtraciones dan una graduacién de la homologia,
la cual se contabiliza mediante polinomios. Es un algoritmo muy interesante cuya prueba es
muy ilustradora.

Elementary Applied Topology. Robert Ghrist: Este libro contiene una aplicacién clasica

de la homologia persistente, que de hecho fue el primer trabajo donde se utilizé esta teoria
de manera concreta. Recomiendo mucho leer al respecto en las secciones 5.13, 5.14 y 5.15.
La primera introduce la nocién de persistencia y cédigos de barras rapidamente, la segunda
habla del espacio de imagenes, mostrando que las superficies de ciertos objetos se acomodan de
manera natural en una botella de Klein. La deduccion de que estdn sobre tal superficie es muy
ilustradora de las técnicas del tema. Finalmente la tiltima seccién habla sobre persistencia zig-
zag, la cual no hemos discutido aqui pero que es importante. Esta persistencia es mencionada
en los dos textos anteriores.
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