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Introducción

A cada instante se generan una gran cantidad de datos; los cuales
al estar bien estructurados facilitan el analisis y comprensión de los mis-
mos. Como seres humanos procesamos y analizamos datos cada momento,
dándoles forma, buscando tomar decisiones con ellos y transformándolos.
Somos más información que física; procesamos información y somos in-
formación procesada en todo momento.

Tenemos datos en �nanzas, en imágenes, en la biología, en los procesos
mentales, en la física y desde que se inventó la computadora tenemos la
habilidad de guardar y procesar a mayor velocidad aún más datos.

Los datos los podemos considerar como una nube de información, esa
nube tiene una estructura y los datos se transforman y cambian, pero lo
que intentamos capturar en cada momento es la estructura general que
tenemos.

La topología es una herramienta que se ajusta a las necesidades para
capturar la estructura de los datos. En topología podemos deformar ob-
jetos y trabajar con estructuras menos rígidas. Entender la topología de
los datos no es un trabajo sencillo y para ello se neceita de herramientas
matemáticas, de teoremas y objetos que nos permitan hallar esta estruc-
tura.

En esta tesis utilizamos la homología persistente como herramienta
principal para hallar las características en distintas dimensiones de la
topología sobre la que suponemos que tenemos los datos. Supondremos
que los datos están en un espacio euclidiano y que tenemos una cantidad
�nita de ellos. En particular, el objetivo es entender el espacio topológico
X sobre el que se distribuye un conjunto de datos S �nito, así que los
datos serán la guía para construir una triangulación que dé información
del espacio topológico sobre el que se supone están muestreados los datos

Una vez que entendemos lo que es la homología persistente y la infor-
mación que esta nos proporciona, se le da estructura de módulo graduado.
La unicidad de la caracterización de la homología persistente de grado k
como módulo graduado nos permite trabajar con una topología acorde a
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nuestros datos y representar las características de las mismas en forma
de un diagrama, al que se le llama diagrama de barras.

Al capturar la topología lo que es nuestra nube de datos se sigue
desarrollando la teoría, se crean métricas y se justi�ca el uso de estadística
y probabilidad sobre estas estructuras. Esta es una gran y muy innovadora
forma de analizar los datos que sean de interés.

Esta idea inició en los años setenta cuando Gunnar Carlsson, Harlan
Sexton, y Benjamin Mann desarrollarón la teoría inicial sobre el análisis
topológico al encontrarse en el doctorado de matemáticas en Stanford.
A partir de entonces estuvieron 30 años desarrollándolo y hoy en día se
cuenta con grandes matemáticos que siguen trabajando en esta teoría
tanto matemática como computacionalmente.

La matemática evoluciona constantemente y solemos conocerla en la
carrera de forma trabajada y bien estructurada, pero cada concepto es en
inicio una idea que se va construyendo y es importante entender eso, por
esto decidí agregar un contexto histórico a los conceptos que se introducen
en cada capítulo, siendo el contexto histórico de la homología persistente
en el análisis topológico de datos aún muy reciente (aproximadamente 15
años).

El objetivo de esta tesis es obtener la estructura de la homología y
ver en ella las características de la topología sobre la que se tiene una
muestra de datos S.

Una vez que se estudia la estructura de la homología persistente di-
versos artículos se especializan, analizan los algoritmos computacionales
que se requieren y se extienden conceptos que se de�nen en esta tesis. Por
lo tanto, en esta tesis agrupo los temas en los que los artículos con�uyen
y los estructuro de forma que se pueda usar como texto introductorio
al Análisis Topológico de Datos para un alumno de licenciatura que es-
té interesado en estudiar la homología persistente y sus aplicaciones al
Análisis Topológico de Datos.

Además de explicar y desarrollar la parte teorica necesaria para obten-
er una estructura de la homología persistente, complemento cada capítu-
lo con una introducción en la que se explica el surgimiento histórico de
los conceptos más importantes. Los datos y la evolución historica de los
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conceptos los obtuve del libro de Jean Dieudonné titulado .A History of
Algebraic and Di¤erential Topology, 1900-1960".

En el capítulo I se estudia el concepto de Categoría. Las categorías
son la herramienta que utilizaremos constantemente para estudiar las rela-
ciones entre la topología y los datos. Para el primer capítulo me basé en el
trabajo de Emilio E. Lluis Puebla .Algebra Homológica, Cohomología de
Grupos y K-Teoría Algebráica Clásica 2el trabajo de Peter Freyd titulado
.Abelian Categories, An Introduction to the Theory of Functors".

El capítulo II estudia el concepto de Homología. Homología es el con-
cepto que nos da información sobre la estructura de la topología de los
datos. Para el segundo capítlo utilicé principalmente el trabajo de Emilio
E. Lluis Puebla que menciono anteriormente y las notas de David R.
Wilkins del Trinity College en Doublin. Estos dos capítulos ofrecen la
herramienta su�ciente para iniciar lo que es el estudio de la homología
persistente y su uso en el Análisis Topológico de Datos.

El capítulo III estudia las �ltraciones con las cuales se construyen los
objetos matemáticos a los que aplicamos la homología. Para este capítulo
utilicé el artículo de Afra Zomorodian y Carlsson Gunnar titulado Çom-
puting Persistent Homology"que fue publicado en 2005 en el periódico
matemático Discrete & Computational Geometry. Para el cuarto capítulo
también utilice el artículo de Fréderic Chazal , Vin De Silva, Marc Glisse y
Oudot Steve titulado "The Structure And Stability Of Persistence Mod-
ule"publicado en Marzo del 2013. Las imágenes de los ejemplos en los
que construyo �ltraciones en este capítulo los hice utilizando GeoGebra
y los ejemplos 3.5, 3.6 y 3.12 los hice de manera que sean ilustrativos
para entender las de�niciones dadas en el capítulo, también demostré las
proposiciones 3.4 y 3.6.

El capítulo IV analiza la persistencia de características que obtenemos
de los capítulos anteriores. En el cuarto capítulo utilicé principalmente
el artículo de Afra Zomorodian y Carlsson Gunnar que utilicé en el ter-
cer capítulo y el artículo de Herbert Edelsbrunner y John Harer titulado
"Persistent Homology - A survey". El ejemplo 4.4 lo construí para ejem-
pli�car los diagramas y que se entiendan las de�niciones hechas en este
capítulo. Para de�nir los conceptos desde un punto de vista categórico
utilicé el atrículo de Peter Bubenik y Johnathan A. Scott titulado Çat-
egori�cation of Persistent Homology"que se encuentra en internet en la
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libreria de la universidad de Cornel (arXiv:1205.3669), éste último artícu-
lo se publicará en Discrete & Computational Geometry y fue revisado por
última vez en enero del 2014.

En el quinto y último capítulo se le da estructura a la homología per-
sistente vista en el cuarto capítulo. Esté capítulo se basa en el artículo
de Kairui Glen Wang titulado "The Basic Theory of Persistent Homolo-
gy"publicado en Agosto del 2013 por la universidad de Chicago.
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Parte I

Categorías

En 1945, en una extensión de su artículo titulado "General theory of
natural equivalences"(1942), Eilenberg y Mac Lane designaron un tipo de
objeto matemático al que llamarón categoría. Una categoría está formada
por objetos que tienen una estructura en común, posteriormente se le
asoció a cada par de objetosX; Y en la categoría una relación a la que se le
denomina mor�smo. A la colección de mor�smos se le denotaMor(X; Y ).

Los objetos denominados categorías, son un gran aporte a la matemáti-
ca, pues permiten entender cada objeto como un objeto de una estructura
más grande; por ejemplo, un grupo cómo un elemento de la categoría de
grupos. Además el concepto de mor�smo puede generalizarse y aplicarse
a objetos en estas estructuras, es decir, para dos categorías C;D se de�ne
una relación entre ellas a la que se le denomina funtor.

El concepto de categoría facilitó trabajar con relaciones entre obje-
tos distintos en la matemática. Un ejemplo de esto lo podemos ver en la
proposición de Mac Lane y Eilenberg, quienes demuestran que los com-
plejos de cadena son una categoría y que existe un funtor entre ellos y la
categoría de grupos (Capítulo II).

En 1957 A. Grothendiek, en su artículo titulado Sur quelques points d
�algebré homologique (Algunos puntos sobre álgebra homológica), notó que
había ciertas categorías con una estructura común y fácil de manejar, a es-
tas categorías les denominó categorías abelianas. Las categorías abelianas
son aquellas que, además de tener objetos como núcleo y conúcleo, sus
mor�smos tienen estructura de grupo abeliano.

A partir de entonces las categorías, como herramienta y como ob-
jeto de estudio, han sido importantes al estudiar la relación de objetos
matemáticos.
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I.1 Categorías y funtores.

1.1 De�nición[Ll.] Una categoría C consta de:
(i) Una clase de objetos X; Y; Z, denotada Obj(C).
(ii) Para cada par de objetosX; Y 2 Obj(C), un conjuntoC(X; Y ),

también denotadoHomC(X; Y ), cuyos elementos se llaman mor-
�smos de X en Y; denotados con f : X �! Y .

(iii) Para cada terna de objetos X; Y; Z de Obj(C), una ley de com-
posición

" � " : HomC(X; Y )�HomC(Y; Z) �! HomC(X;Z)
(f; g) 7�! �(f; g) = g � f = gf

que satisface los siguientes axiomas:

(a) .HomC(X; Y ) = HomC(X
0; Y 0) () X = X 0, Y = Y 0.

(b) Si f : X �! X 0; g : X 0 �! X 00 y h : X 00 �! X 000,
entonces h(gf) = (hg)f: (Asociatividad)

(c) Para todo objeto X 2 Obj(C) existe un mor�smo
1X : X �! X tal que para cualesquiera f : X �! Y
y g : Z �! X, se tiene que f1X = f y 1Xg = g.

En HomC(X; Y ) se denomina a X el dominio y a Y el codominio de
f: Además se dice que un mor�smo f : X �! Y es invertible si existe
un mor�smo g : Y �! X tal que gf = 1X y fg = 1Y : Cuando existe un
mor�smo f : X �! Y invertible se dice que X y Y son isomorfos, y se
denota X �= Y .

Notemos que la clase de objetos no necesariamente debe ser un conjun-
to; cuando la clase de objetos es un conjunto la categoría la denominamos
categoría pequeña.

Cuando no haya confusión entre objetos y mor�smos se denota a X
objeto de C como X 2 C
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1.2 Ejemplo. Sea � un anillo conmutativo con 1 6= 0. Denotaremos
con �Mod los �-módulos izquierdos. Los objetos en �Mod son los �-
módulos. Para cada par de objetos �M , �N 2 �Mod, los mor�smos son
los homomor�smos de �-módulos, los cuales son los homomor�smos de
grupos abelianosM tales que f(�x) = �f(x) para todo � 2 � y para todo
x 2M: �Mod es una categoría, ya que los homomor�smos de �-módulos
cumplen los axiomas (a),(b) y (c). [Ll.].

1.3 De�nición. Sean C y C0 categorías. Un funtor covariante F :
C �! C0 es una regla que asocia:

(i) Objetos X 2 C en objetos X 0 2 C0 denotado F (X).
(ii) A cada mor�smo f : X �! Y 2 HomC(X; Y ) un mor�smo.

F (f) : F (X) �! F (Y ) 2 HomC0(F (X); F (Y ))

que satisface las siguientes condiciones:
(a) F (1X) = 1FX :
(b) F (g � f) = F (g) � F (f):

1.4 De�nición. Sean C y C0 categorías. Un funtor contravariante
F : C �! C0 es una regla que asocia:

(i) objetos X 2 C en objetos X 0 2 C0 denotado F (X)
(ii) a cada mor�smo f : X �! Y 2 HomC(X; Y ) un mor�smo

F (f) : F (Y ) �! F (X) 2 HomC0(F (Y ); F (X))

que satisface las siguientes condiciones:
(a) F (1X) = 1FX :
(b) F (g � f) = F (f) � F (g):

Cuando no hay confusión se puede denotar F (X) como FX y F (f)
como Ff .
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1.5 Ejemplo. Sea � un anillo conmutativo con 1 6= 0. Sea �Mod
la categoría de los �-módulos izquierdos y Ab la categoría de los grupos
abelianos.
Dado X 2 �Mod se de�ne el funtor Hom�(X;_) : �Mod �! Ab

como:

(i) Hom�(X;_)(Y ) = Hom�(X; Y ) para todo Y 2 �Mod.
(ii) Hom�(X;_)(f) = f � g 2 HomR(X; Y

0) para cada
f : Y �! Y 0 mor�smo de �-módulos y
g : X �! Y 2 Hom�(X;Y ). Entonces:

Y �! Hom�(X; Y )
# f # Hom�(X; f)
Y 0 �! Hom�(X; Y

0)

Sean k : Y �! Y 0 y k0 : Y �! Y 00, entonces se tiene el siguiente
diagrama:

(X
f�! Y 0) 2 Hom�(X; Y

0)
jj # k # Hom�(X; k)

(X
g�! Y ) 2 Hom�(X; Y )

jj # k0 # Hom�(X; k
0)

(X
h�! Y 00) 2 Hom�(X; Y

00)

En el diagrama se ve queHom�(X;_)(1Y ) = 1Hom�(X;Y ) yHom�(X;_)(f�
g) = Hom�(X;_)(f) �Hom�(X;_)(g). Por lo tanto Hom�(X;_) es un
funtor covariante.

1.6 Ejemplo. Sea � un anillo conmutativo con 1 6= 0. Sea �Mod
la categoría de los �-módulos izquierdos y Ab la categoría de los grupos
abelianos.
Dado un Y 2 �Mod se de�ne el funtor Hom�(_; Y ) : �Mod �! Ab

como:

(i) Hom�(_; Y )(X) = Hom�(X;Y ) para todo X 2 �Mod.
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(ii) Hom�(_; Y )(f) = g � f 2 HomR(X
0; Y ) para cada

f : X �! X 0 mor�smo de �-módulos y
g : X 0 �! Y 2 Hom�(X

0; Y ). Entonces:

X �! Hom�(X;Y )
# f " Hom�(f; Y )
X 0 �! Hom�(X

0; Y )

Sean k : X 0 �! X y k0 : X 00 �! X, entonces se tiene el siguiente
diagrama:

(X 0 f�! Y ) 2 Hom�(X
0; Y )

# k jj " Hom�(k; Y )

(X
g�! Y ) 2 Hom�(X; Y )

# k0 jj " Hom�(k
0; Y )

(X 00 h�! Y ) 2 Hom�(X
00; Y )

En el diagrama se observa que Hom�(_; Y )(1X) = 1Hom�(X;Y ) y
Hom�(_; Y )(f � g) = Hom�(_; Y )(g) � Hom�(_; Y )(f). Por lo tanto
Hom�(_; Y ) es un funtor contravariante.

1.7 De�nición. Sea C una categoría. La categoría opuesta, denotada
Cop, consta de Obj(Cop) = Obj(C) y HomCop(X; Y ) = HomC(Y;X).

Notemos que la composición g�f en la categoría opuesta Cop es de la

forma X
f�! Y

g�! Z =) X
g�f�! Z, entonces en C es X

g � Y
f �

Z =) X
f�g � Z. Por lo tanto por de�nición g�f = (f � g):

1.8 De�nición. Sean C yD categorías y sean F;G : C�!D funtores
covariantes. Una transformación natural ' : F =) G consiste de una
familia de mor�smos f'XgX2OC en la que:

(i) 'X : FX �! GX para cada X 2 C
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(ii) Para cada mor�smo f : X �! Y 2 HomC(X; Y ) el siguiente
diagrama conmuta:

X FX
'X=) GX

f # Ff # # Gf
Y FY

'Y=) GY

es decir, Gf � 'X = 'Y � Ff:

En el caso de un funtor contravariante la conmutatividad se obtiene
en el siguiente diagrama:

X FX
'X=) GX

f # Ff " " Gf
Y FY

'Y=) GY

es decir, 'X � Ff = Gf � 'Y :

Denotamos la transformación natural con ' = f'X j X 2 Obj(C)g.

1.9 De�nición. Sea C una categoría y D una categoría pequeña. El
diagrama en D indizado por C, denotado CD, consiste en

(i) Obj(CD) = fF : D�!Cj F es funtorg
(ii) HomCD(F;G) son las transformaciones naturales ' : F �! G,

donde F;G son dos funtores de D en C:

1.10 Ejemplo. Un diagrama F en una categoría D indizada por
(Z+;�) es una secuencia de mor�smos:

F (1) �! F (2) �! F (3) �! � � �
Si D es la categoría de espacios vectoriales, entonces cada F (n) es un

espacio vectorial y los mor�smos son transformaciones lineales.
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1.11 De�nición. Sean C;D dos categorías. Sean F;G : C�!D fun-
tores y ' = f'xgX2C : F =) G una transformación natural..' es un iso-
mor�smo de funtores si existe una transformación natural  : G =) F
tal que  ' = 1F y ' = 1G; donde  ' = f X

'XgX2C.
En el siguiente diagrama observamos que la composición está bien

de�nida.

X FX
'X�! GX

 X�! FX
f # Ff # Gf # Ff #
Y FY

'Y�! GY
 Y�! FY

Ambas partes del diagrama conmutan, por lo tanto para cada X 2 C
y f 2 HomC(X; Y ) la composición  ' conmuta. Entonces  ' es una
transformación natural que hace conmutar el siguiente diagrama:

X FX
 'X�! FX

f # Ff # # Gf
Y FY

 'Y�! FY

El caso contravariante es análogo, salvo que la conmutatividad se ob-
tiene con las �echas de FY �! FX:

1.12 Teorema. ' = f'XgX2C : F �! G es un isomor�smo funtorial
si y sólo si 'X es un isomor�smo para cada X 2 C.
Demostración.
=) ) 8X 2 C  X'X = 1FX =) 'X es isomor�smo.
(=) Sea 'X un isomor�smo 8X 2 C. De�nimos  = f'�1X gX2C y

tenemos el siguiente diagrama:

X GX
'�1X�! FX

'X�! GX
f # Gf # Ff # Gf #

Y GY
'�1Y�! FY

'Y�! GY

Por ser ' transformación natural Gf � 'X = 'Y � Ff , entonces:
Gf�'X� X = Gf�'X�'�1X = Gf�1GX = 1GX�Gf = 'Y �'�1Y �Gf =

'Y �  Y �Gf .
Por lo tanto ' = 1G. Análogamente obtenemos que  ' = 1F . Así

que ' es un isomor�smo funtorial.�
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I.2 Mor�smos y objetos especiales.

1.13 De�nición. Sea C una categoría y f : A �! B un mor�smo en
C. Se dice que:

(i) f es un monomor�smo si para cada par de mor�smos g; h en
C

tales que fg = fh tenemos que g = h.
(ii) f es un epimor�smo si para cada par de mor�smos g; h en C

tales que gf = hf tenemos que g = h:
(iii) f es una sección (monomor�smo que se escinde) si existe

f 0 : B �! A tal que f 0f = 1A:
(iv) f es una retracción (epimor�smo que se escinde) si existe

f 0 : B �! A tal que ff 0 = 1B:

1.14 De�nición. Sea P una proposición acerca de objetos, �echas o
diagramas en la categoría C. El dual de la proposición interpretada en
C, denotada �P , es la proposición análoga hecha en Cop.

1.15 Ejemplo. f es epimor�smo es el dual de la proposición f : A �!
B monomor�smo. f es un monomor�smo si para cada par de mor�smos
g; h en C tales que fg = fh =) g = h, el dual de la proposición es que
f : B �! A es monomor�smo en Cop si f�g = f�h =) �g = �h 8�g; �h 2
Cop. Interpretando esto en C obtenemos que g � f = h � f =) g = h
8g; h 2 C:

1.16 Teorema. Sea C una categoría.
(i) Composición de monomor�smos es monomor�smo.
(ii) Composición de epimor�smos es epimor�smo.
(iii) Toda sección es monomor�smo.
(iv) Toda retracción es epimor�smo.
(v) Si fg es monomor�smo =) g es monomor�smo.
(vi) Si fg es epimor�smo =) f es epimor�smo.

Demostración.
(i) Si f : A �! B; g : B �! C son monomor�smos, entonces para

cada par de mor�smos h; k en C tales que fh = fk, tenemos que h = k,
y para cada par de mor�smos h0; k0 en C tales que gh0 = gk0, h0 = k0.
Por lo tanto para cada par de mor�smos h00; k00 en C tenemos que gfh00 =
gfk00 =) gh00 = fk00y de esto se concluye que h00 = k00:�
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(ii) Si f : A �! B; g : B �! C son epimor�smos, entonces para cada
par de mor�smos h; k en C tales que hf = kf tenemos que h = k, y
para cada par de mor�smos h0; k0 en C tales que hg0 = kg0 tenemos que
h0 = k0. Entonces para cada par de mor�smos h00; k00 en C tenemos que
h00gf = k00gf =) h00f = k00f . Por lo tanto h00 = k00:�
(iii) Si f : A �! B es una sección y g; h son mor�smos en C tales que

fg = fh, 9 f 0 : B �! A tal que f 0f = 1A, por lo tanto fg = fh =)
(f 0f)g = (f 0f)h =) g = h:�
(iv) Si f : A �! B es una retracción y g; h son mor�smos en C

tales que gf = hf , 9 f 0 : B �! A tal que ff 0 = 1A, por lo tanto
gf = hf =) g(ff 0) = h(ff 0) =) g = h:�
(v) Si fg es un monomor�smo, sean h1; h2 tales que gh1 = gh2 =)

fgh1 = fgh2; y fg es monomor�smo, por lo tanto h1 = h2:�
(vi) Si fg es un epimor�smomor�smo, sean h1; h2 tales que h1f =

h2f =) h1fg = h2fg; y fg es epimor�smo, por lo tanto h1 = h2:�

1.17 De�nición. Sea C una categoría y X0 2 C. Entonces:
(i) X0 es un objeto inicial si HomC(X0; X) tiene un solo elemento

8X 2 C.
(ii) X0 es un objeto �nal si HomC(X;X0) tiene un solo elemento

8X 2 C.
(iii) X0 es un objeto cero si es objeto inicial y �nal.

1.18 Ejemplo. En la categoría de �-módulos el módulo trivial es un
objeto cero.

1.19 Proposición. Sea C una categoría con objetos cero, entonces
cualesquiera dos objetos cero son isomorfos.

Demostración. Supongamos que X;X 0 son objetos cero de C y que
HomC(X;X

0) = f�g yHomC(X
0; X) = f�g. Entonces �� 2 HomC(X

0; X 0) =
f1X0g y �� 2 HomC(X;X) = f1Xg:�

1.20 De�nición. SeaC una categoría con objeto ceroX0 y Y; Y 0 2 C.
El mor�smo cero de Y a Y 0 es la composición: Y �! X0 �! Y 0: A este
objeto se le denota con 0.

1.21 De�nición. Sea C una categoría y Y;X;X 0 2 C. Entonces:
(i) X 0 es subobjeto de X si existe i : X 0 �! X monomor�smo.
(ii) Y es un objeto cociente deX si existe p : X �! Y epimor�smo.
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1.22 De�nición. Sea f : A �! B un mor�smo en una categoría
con objeto cero. Un núcleo de f es una pareja (K; u) en la que K 2 C,
u : K �! A es un mor�smo tal que f � u = 0 y se satisface la siguiente
propiedad universal: Si (K 0; u0) con K 0 2 C y u0 : K 0 �! A tal que
f � u0 = 0, entonces 9! mor�smo � : K 0 �! K que hace conmutar el
siguiente diagrama:

K
u�! A

f�! B
9!� " %u0

K 0

Se dice que C tiene núcleos si cada mor�smo en C tiene un núcleo.

1.23 Proposición. Sea C una categoría con objeto cero y que tiene
núcleos. Entonces dos núcleos de cualquier mor�smo son isomorfos.

Demostración. Sea f : A �! B un mor�smo en C y supongamos
que (K; u) y (K 0; u0) son núcleos de f , entonces, por la propiedad universal
del núcleo (K; u), tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

K
u�! A

f�! B
9!� " %u0

K 0

y por la propiedad universal del núcleo (K 0; u0); tenemos el siguiente
diagrama conmutativo:

K
u�! A

f�! B
9!� # %u0

K 0

por lo tanto tenemos que como �; � son únicos � � � = 1K y � � � =
1K0:�

Como el núcleo de un mor�smo es único se denota con (Ker(f); u):
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1.24 Proposición. Si (K; u) es núcleo de f : A �! B, entonces u es
monomor�smo.

Demostración. Supongamos que uh = ug =) fuh = fug = 0:
Consideremos los siguientes diagramas conmutativos:

K
u�! A

f�! B

� " %ug

X

K
u�! A

f�! B
"� %uh

X

Notemos que �; � son únicos, pues el núcleo es único. Asi que, como
K = ker(f) 9!� y 9!� tales que u� = ug; u� = uh. Entonces como g
y h también hacen conmutar el diagrama, tenemos que � = g y � = h:
Además � hace que conmute el diagrama de � y viceversa, entonces u� =
u�. Por lo tanto, como �; � son únicos, obtenemos g = � = � = h =)
g = h:�

1.25 De�nición. Sea C una categoría con objeto cero y f : A �! B
un mor�smo en C. Un conúcleo de f es una pareja (Z; p) en la que
Z 2 C y p : B �! Z es un mor�smo tal que pf = 0 satisfaciendo la
siguiente propiedad universal: Si (Z 0; p0) con Z0 2 C y p0 : B �! Z 0 tal
que p0f = 0, entonces 9! mor�smo � : Z �! Z 0 que hace conmutar el
siguiente diagrama:

A
f�! B

p�! Z
p0 & # 9!�

Z 0

Se dice que una categoría con objeto cero tiene conúcleos si cada
mor�smo en C tiene conúcleo.
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1.26 Proposición. Sea C una categoría con objeto cero y que tiene
conúcleos. Entonces dos conúcleos de cualquier mor�smo son isomorfos.

Demostración. Sea f : A �! B un mor�smo en C y supongamos
que (Z; p) y (Z 0; p0) son conúcleos de f , entonces, por la propiedad uni-
versal del conúcleo (Z; p); tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

A
f�! B

p�! Z
p0 & # 9!�

Z 0

y por la propiedad universal del conúcleo (Z 0; p0), tenemos el diagrama
conmutativo:

A
f�! B

p0�! Z 0

p& # 9!�
Z

por lo tanto tenemos que como �; � son únicos � � � = 1Z y � � � =
1Z0:�

El conúcleo de un mor�smo se denota con (co ker(f); p):

1.27 De�nición Sea C una categoría, X 2 C, fXigi2I una familia
de objetos de C y pi un mor�smo en C 8i 2 I. Un producto de fXigi2I
es una pareja (X; (pi : X �! Xi)i2I) que satisface la siguiente propiedad
universal: Para cada pareja (X 0; (p0i : X0 �! Xi)i2I) existe un único
mor�smo � : X 0 �! X tal que el siguiente diagrama conmuta:

X 0 9!a�! X
p0i & . pi

Xi

Se dice que una categoría tiene producto si cada familia de objetos de
C tiene producto.

No toda categoría tiene producto, pero si lo tiene entonces éste es
único salvo isomor�smo.
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1.28 Proposición. Si C es una categoría con producto, entonces los
productos de una familia de objetos son isomorfos.

Demostración. Sea fXigi2I una familia de objetos en C y sean
(X; (pi : X �! Xi)i2I), (X 0; (p0i : X

0 �! Xi)i2I) dos productos de
fXigi2I . Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

X
��! X 0 ��! X

pi & # p0i . pi
Xi

Tenemos el mor�smo 1X : X �! X y los mor�smos �; � que son
únicos tales que �� : X �! X, entonces �� = 1X : Por otro lado tenemos
el siguiente diagrama conmutativo:

X 0 a�! X
��! X 0

p0i & # pi . p0i
Xi

y por lo tanto, por unicidad y conmutatividad del diagrama, obten-
emos que �� = 1X0 :�

1.29 De�nición. Sea C una categoría, X 2 C, fXigi2I una familia
de objetos de C y �i un mor�smo en C 8i 2 I. Un coproducto de fXigi2I
es una pareja (X; (�i : Xi �! X)i2I) que satisface la siguiente propiedad
universal: Para cada pareja (X 0; (�0i : X �! X 0)i2I) existe un único
mor�smo � : X �! X 0 tal que el siguiente diagrama conmuta:

X
9!a�! X 0

�i - % �0i
Xi

Se dice que una categoría tiene coproducto si cada familia de objetos
de C tiene producto.

Como sucede con el producto, no toda categoría tiene coproducto,
pero si lo tiene, este es único salvo isomor�smo.
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1.30 Proposición. Si C es una categoría con coproducto, entonces
los productos de una familia de objetos son isomorfos.

Demostración. Sea fXigi2I una familia de objetos en C y sean (X; (�i :
Xi �! X)i2I) y (X 0; (�0i : Xi �! X 0)i2I) dos coproductos de fXigi2I .
Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

X
��! X 0 ��! X

�i - " �0i % �i
Xi

Tenemos el mor�smo 1X : X �! X y los mor�smos �; � que son
únicos tales que �� : X �! X, entonces �� = 1X : Por otro lado tenemos
el siguiente diagrama conmutativo:

X 0 a�! X
��! X 0

�0i - " �i % �0i
Xi

y por lo tanto, por unicidad y conmutatividad del diagrama, obten-
emos que �� = 1X0:�

A los mor�smos pi en el producto se les llama proyecciones y a los
mor�smos �i en el coproducto se les llama inyecciones. Ahora de�nimos
lo que es el producto y el coproducto �brado.

1.31 De�nición[Ll, p78]. Sean f : X �! A y g : Y �! A mor�s-
mos en una categoría C. El producto �brado de (f; g) es una pareja de
mor�smos � : B �! X;  : B �! Y con f� = g tal que, si �0 : C �! X
y 0 : C �! Y son tales que f�0 = g0, entonces existe un único mor�smo
h : C �! B tal que �0 = �h y 0 = h.

C
&h

B
��! X

#  # f
Y

g�! A

Denotamos con (B; (�; )) o simplemente con B = Y ^X el producto
�brado de (f; g):
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1.32 De�nición[Ll, p78]. Sean f : A �! X y g : A �! Y mor-
�smos en una categoría C. El coproducto �brado de (f; g) es una pare-
ja de mor�smos � : X �! B;  : Y �! B con �f = g tal que, si
�0 : X �! C y 0 : Y �! C son tales que �0f = 0g; entonces existe una
única h : B �! C tal que �0 = h� y 0 = h.

C
- h

B
� � X

"  " f
Y

g � A

Denotamos con (B; (�; )), o simplemente con B = Y _X al producto
�brado de (f; g):

1.33 De�nición. Sea C una categoría con núcleos y conúcleos y sea
f : X �! Y un mor�smo en C: De�nimos

(i) la Imagen de f es im(f) = ker(co ker(f)) y
(ii) la coimagen de f como coim(f) = co ker(ker(f))

1.34 De�nición. Sea A una categoría. Se dice que A es abeliana si
satisface los siguientes axiomas:

(i) A tiene objeto cero.
(ii) Para toda pareja de objetos en A existe un producto y un

coproducto.
(iii) Todo mor�smo en A tiene núcleo y conúcleo.
(iv) Todo monomor�smo es núcleo de un mor�smo y todo epimor-

�smo es conúcleo de un mor�smo.

Al tener queA es una categoría abeliana sabemos que la estructura de
dicha categoría se comporta de forma análoga a la de un grupo abeliano.
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1.35 Teorema[PF p.36]. Si A es una categoría abeliana entonces el
núcleo y el conúcleo son funciones inversas.

Demostración. Sea (X 0 �! X) un monomor�smo. Por el axioma
(iv) (X 0 �! X) es el núcleo de algún mor�smo (X �! Y ). Sea (X �!
F ) el conúcleo de (X 0 �! X) y sea (K �! X) el núcleo de (X �! F ).
Aplicaremos la de�nición de núcleo y conúcleo varias veces y en cada paso
debemos veri�car que cierta composición es el mor�smo cero.
Primero notemos que X 0 �! X �! F = 0 y existe un mor�smo

F �! Y tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

ker(X �! Y ) = X 0 F = co ker(X 0 �! X)
& %

X #
% &

ker(X �! F ) = K Y

X 0 �! X �! F = 0; entonces existe un mor�smo (X 0 �! K) tal
que el siguiente diagrama conmuta:

X 0 &
# X
K %

K �! X �! Y = 0; por lo que tenemos que existe un mor�smo
K �! X 0 tal que el siguiente diagrama conmuta:

X 0 &
" X
K %

Entonces los subobjetos representados por X 0 �! X y K �! X
están contenidos unos en los otros y por lo tanto son isomorfos. (X 0 �!
X) es el núcleo de (X �! F ). Por lo tanto ker(co ker) = Id. Dualmente
co ker(ker) = Id:�
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1.36 Teorema [PF p.36]. Sea A una categoría abeliana. Si un mor-
�smo es epimor�smo y monomor�smo entonces es isomor�smo.

Demostración. Sea � : X �! Y monomor�smo y epimor�smo. El
conúcleo de � es p : Y �! 0 e Id : Y �! Y es núcleo de Y �! 0. Por
el teorema 1.35 X �! Y es también núcleo de X �! 0. Como el núcleo
es único salvo isomor�smo tenemos que X; Y son isomorfos. Por lo tanto
existe un mor�smo �1 : Y �! X tal que � � �1 = Id:

Por otro lado 0 �! X es núcleo de X ��! Y y tanto X ��! Y como
X

Id�! X son conúcleos de 0 �! X. Por lo tanto existe un mor�smo
�2 : Y �! X tal que �2 � � = Id: Entonces � es isomor�smo.�
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Parte II

Complejos simpliciales y homología
simplicial.

La topología algebraica es la rama de la matemática que utiliza
objetos algebraicos para estudiar estructuras topológicas. Analysis Situs
(1895) es la obra en la que Poincaré describe la posición relativa entre
objetos como puntos, líneas y super�cies. Esta obra fue el nacimiento de
la topología algebraica.

En Analysis Situs Poincaré es el primero en asociar como invariantes
a variedades, objetos topológicos y no números (como se usaba antes, por
ejemplo los números de Betti), esto lo logró a través de lo que de�nió
como homología y lo que aun se conoce como grupo fundamental. En
un inicio Poincaré utilizó el concepto de homología como una conexión
entre subvariedades Vi de una variedad W para obtener información so-
bre la conectividad de la variedad W . Para lograr esto se consideró una
combinación lineal entre las subvariedades Vi, sin embargo no siguió de-
sarrollando la estructura de grupo que se genera de la combinación lineal.
Esta estructura de grupo es la que se continuó desarrollando y evolucionó
hasta entender la homología como un funtor de el espacio topológico a
la categoría de �-módulos, en particular consideraremos los Z-módulos o
grupos abelianos. [Di. p18]

W. Mayer, H. Künneth, L. Vietoris, H. Hopf, S. Lefshchetz y otros
sucesores de Poincaré, trataron las variedades desde un enfoque distinto,
lo que hicieron fue encerrar el espacio que se quiere analizar en poliedros
cuando esto era posible. A la red de poliedros que cubre el espacio topológi-
co X se le llamo triangulación del espacio X. Hasta 1925 se consideró úni-
camente la homología de complejos. Los complejos son una pareja (X;T ),
en la que X es un espacio compacto y T una triangulación de X. En este
capítulo de�no formalmente lo que es una triangulación y desarrollo de
ella los complejos de cadena. Los complejos de cadena son una estruc-
tura algebraica que se construye de la triangulación de un espacio. A los
elementos con los que se triangula el espacio se les denomina celdas.
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Recordemos que uno de los objetivos de esta tesis es entender el es-
pacio topológico X sobre el que se distribuye un conjunto de datos S
�nito, así que los datos serán la guía para construir una triangulación
que dé información del espacio topológico sobre el que se supone están
muestreados los datos.

Al de�nir un objeto matemático se busca de�nir relaciones entre los
distintos objetos que se consideran. En los complejos de cadena se cons-
truyen mor�smos, denominados operadores frontera, que relacionan poli-
edros de distintas dimensiones de la triangulación. Para que estos mor�s-
mos estén bien de�nidos las triangulaciones deben seguir ciertas reglas,
entre ellas se pide que los bordes de los objetos, con los que se hará la
red que triangulará el espacio, estén bien ordenados, es decir que la in-
tersección de dos celdas sea a su vez un elemento de la triangulación pero
de una dimensión menor. En el libro Topology (1930 ), Lefschetz de�ne
triangulación y la estructura que se obtiene de ella, a esta estructura le
llama complejo simplicial. [Di. p38]
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II.1 Cadenas de complejos

2.1 De�nición. Sea VK un conjunto de vértices. Un n-simplejo es
una n-tupla (v1v2:::vn) de elementos del conjunto de vértices.

Notemos que la de�nición 2.1 concuerda con la idea intuitiva que se
describe al inicio de este capítulo, ya que un 0-simplejo orientado es un
subconjunto que consta de un elemento; es decir, un punto. Un 1-simplejo
orientado es un subconjunto de VK que consta de dos elementos en los que
el orden nos importa, al conjunto de dos elementos lo denotamos hvi; vji,
con vi; vj 2 VK :

Diremos que un espacio se puede dividir en simplejos si se cumplen
las siguientes condiciones:

(i) Cada punto del espacio pertenece al menos a un simplejo.
(ii) Cada punto del espacio pertenece a una cantidad �nita de sim-

plejos.
(iii) Dos simplejos distintos (salvo orientación) tienen, o ningún

punto en común, o un simplejo de dimensión menor en común.

Cuando podemos dividir un espacio en simplejos, es decir, cuando se
puede triangular el espacio, podemos formar en el un complejo simplicial.

2.2 De�nición. Un complejo simplicial K consiste de un conjunto
no vacío de vértices VK y un conjunto de simplejos SK tales que:

(i) Todo vértice de K es un simplejo. (es decir SK contiene todos
los 0-simplejos de VK).

(ii) Todo subconjunto no vacío de un simplejo es un simplejo. (es
decir, si s 2 SK y s�� s es no vacío, entonces s�2 SK).

Si tenemos s 2 SK y s�� s diremos que s�es una cara de s.
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La siguiente �gura es un ejemplo de un complejo simplicial.

Figura 1.1: Complejo simplicial con: 14 vértices (0-simplejos), 17
aristas (1-simplejos), 7 triángulos (2-simplejos), 1 tetraedro

(3-simplejo).

2.3 De�nición [WK]. Un complejo simplicial abstracto K es una
colección �nita de simplejos en los que la cara de cada simplejo � 2 K es
también un simplejo en K.

Ya que los elementos del complejo simplicial son las caras de un sim-
plejo y a su vez son simplejos, la de�nición 2.3 generaliza el concepto de
complejo simplicial. La idea es la misma que en la de�nición 2.2, pero en
este caso las caras de simplejos son elementos de K abstractos.

2.4 De�nición[GM]. Dado n � 0, el n-simplejo topológico es el
subespacio

4n = f(t0; t1; : : : tn) 2 Rn+1j
X

ti = 1; ti � 08ig � Rn+1

Notemos que todo punto (t0; t1; : : : tn) 2 4n puede verse como una
función:

� : Vk �! I

tal que
P
�(vi) = 1, donde vi son los vértices del simplejo topológico

K.
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2.5 De�nición[GM]. Sea K un complejo simplicial. De�nimos al
poliedro jKj del complejo K , como el conjunto de funciones � : Vk �! I
, tales que:

(i) fvj�(v) 6= 0g es un simplejo en K.
(ii)

P
v2Vk �(v) = 1:

Además de�nimos una distancia para el conjunto jKj de la siguiente
forma:

d(�; �) =
qX

(�(v)� �(v))2

y asi jKjd es un espacio métrico.

2.6 De�nición[GM]. Sea � un simplejo. De�nimos j�j � jKj como

j�j = f� 2 jKj tales que �(v) = 0 8v =2 j�jg
Notemos que si dim(�) = n, entonces j�j está en bijección con 4n,

pues una función � que se anula fuera de � puede ser vista como una
(n+1)-tupla (t1; t2; : : : ; tn) 2 4n. Además con d podemos inducir una
topología en j�jd.(que es homeomorfo a4n). A la topología de j�j inducida
por la métrica d la denotamos j�jd.

Utilizando la de�nición 2.4 y la métrica d en 4n le damos a jKj la
topología siguiente:

(i) A � jKj es abierto si, y sólo si, A\ j�jd es abierto en j�jd.
(ii) A � jKj es cerrado si, y sólo si, A\ j�jd es cerrado en j�jd.

Denotaremos con jKj a este espacio topológico y lo llamaremos poliedro
de K.

2.7 Proposición[DW]. Sea K un complejo simplicial. Entonces K se
puede particionar en subcomplejos K1;K2; : : : ;Kr ajenos dos a dos, tales
que sus poliedros son las componentes conexas del poliedro jKj de K.
Demostración. SeanA1; A2; : : : ; Ar las componentes conexos del poliedro

deK y seaKj la colección de todos los simplejos � deK tales que j�j � Aj.
Si � 2 Kj entonces también las caras del simplejo � pertenecen a Kj. Por
lo tanto, K1;K2; : : : ;Kr son subcomplejos de K.
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Las componentes conexas A1; A2; : : : ; Ar de jKj son disjuntas dos a
dos, entonces los subcomplejosK1;K2; : : : ;Kr son ajenos dos a dos. Además,
como todo conexo en un espacio topológico está contenido en un compo-
nente conexo, si � 2 K =) j�j 2 Kj para algún j., pues � es conexo.
Por lo tanto � 2 Kj:
Entonces K = K1 [ K2 [ : : : [ Kr y jKj = jK1j [ jK2j [ : : : [ jKrj�

2.8 Proposición. El poliedro jKj de un complejo simplicial K es un
espacio topológico conexo si y sólo si, cualesquiera dos vértices de K se
pueden conectar por un camino de fronteras.

Demostración. Si dos vértices de K se pueden conectar por un
número �nito de segmentos entonces jKj es conexo.
Debemos demostrar que si jKj es conexo, entonces cualesquiera dos

vértices de K se pueden unir por un camino de fronteras.
Sea v0 un vértice de K, basta demostrar que todo vértice de K puede

unirse a v0 por fronteras. Sea

K0 = f� 2 Kkj los vértices de � se conectan a v0 por fronterasg

Si � 2 K0, todo vértice de � puede unirse a v0 por un camino de
fronteras, entonces toda cara de � es elemento de K0. Por lo tanto K0 es
un subcomplejo de K.
Sea K1 = fv 2 Vkj v =2 K0g. K1 es subcomplejo de K, entonces

K = K0[K1 y K0\K1 = ?. Además jKj = jK0j [ jK1j y jK1j \ jK2j = ?.
Pero los poliedros jK0j; jK1j de K0;K1 son subconjuntos cerrados de jKj,
por lo tanto, por conexidad de jKj, jK0j = ? o jK1j = ? =) jK1j = ?,
pues v0 2 jK0j.
Por lo tanto K0 = K. �

2.9 De�nición. SeaK un complejo simplicial yX un espacio topológi-
co.
Decimos que X es triangulable si existe un un homeomor�smo f :

jKj �! X. Además llamamos a la pareja (K; f) una triangulación de X:

De ahora en adelante denotaremos con � a un anillo conmutativo con
1. Para trabajar algebraicamente con los complejos simpliciales generamos
un �-módulo con los q-simplejos como base para un q �jo.
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2.10 De�nición. Sea K un complejo simplicial abstracto y (K; f)
una triangulación del espació X: Denotaremos por Cn(X;K) al �-módulo
libre generado por los n-simplejos de K:

Dado el conjunto SnK de n-simplejos, por de�nición de �-módulo libre
generado tenemos que Cn(X;K) = ff : SnK �! �j f(�) 6= 0 para un
número �nito de � 2 SnKg: Cuando no haya confusión lo denotaremos
como Cn(X).

Por de�nición de módulo generado por un conjunto podemos ver a
los elementos del �-módulo libre como sumas formales, es decir: Si x 2
Cn(X), entonces x =

P
ri�i =

P
f(�)� en las que ri 2 �, �i 2 K y �i

un n-simplejo. En este caso:

(i) si f; g 2 Cn(X), la suma está de�nida
como (f + g)(�) = f(�) + g(�) con � 2 SnK,

(ii) el inverso de un f 2 Cn(X) es (�f)(�) = �(f(�))
(iii) para r 2 �; f 2 Cn(X) se de�ne (rf) 2 Cn(X)

como (rf)(�) = r(f(�)); 8� 2 SnK :

Además el conjunto f�� : � 2 SnKg es una base para Cn(X), en la que:

��(x)

�
1 si x = �
0 si x 6= �

Notemos que si tomamos � = Z obtenemos que Cn(X;K) es un grupo
abeliano libre.
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2.11 Ejemplo. Para triangular el círculo utilizamos que es homeo-
morfo a un rectángulo Sean (K1; f); (K2; g) dos triangulaciones del círculo
en R2 (�guras 1.2a y 1.2b) y sea � = Z:

(Figura 1.2a) Triangulación 1
de S:

(Figura 1.2b) Triangulación
2 de S:

Notemos que podemos elegir las orientaciones de los simplejos y seguire-
mos teniendo un complejo simplicial, sin embargo una vez que elegimos
una orientación, esta debe quedarse �ja.

En la triangulaciónK1 (�gura 1.2a) obtenemos los siguientes Z-módulos:
(i) Cq(S;K1) = 0 para todo q = 2; : : :.

(ii) C1(S;K1) =
5L
i=1

Z

(iii) C0(S;K1) =
4L
i=1

Z:

En la triangulaciónK2 (�gura 1.2b) obtenemos los siguientes Z-módulos:
(i) Cq(S;K2) = 0 para todo q = 2; : : : :

(ii) C1(S) =
16L
i=1

Z

(iii) C0(S) =
9L
i=1

Z:
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Observemos en el ejemplo 2.11 que la triangulación de X no es única
y que dos triangulaciones (K1; f); (K2; g) distintas no generan el mismo
Z-módulo. Por lo tanto, los Z-módulos generados por K1;K2 no son in-
variantes del espacio topológico X:

2.12 De�nición. Sean (K; f) una triangulación de X y Kq los q-
simplejos de K. El operador frontera @q : Kq �! Kq�1 se de�ne para cada
elemento � = hv0; v1; :::; vqi 2 Kq como:

@q(�) =
qP
i=0

(�1)i hv0; v1; :::; bvi; :::; vqi
donde hv0; v1; :::; bvi; :::; vqi denota el (q � 1)-simplejo obtenido de las

caras de hv0; v1; :::; vqi al remover el i-ésimo vértice.

Por ejemplo, consideremos un 2-simplejo hv0; v1; v2i 2 K2, entonces
@2 hv0; v1; v2i = hv0; v1i � hv0; v2i+ hv1; v2i :

Al generar los �-módulos Cq(S;K), en donde S es el conjunto de
vértices, con los elementos de Kq como base se extiende la de�nición 2.12
linealmente y se obtienen mor�smos @q : Cq(S;K) �! Cq�1(S;K). Es
decir, si �i; �j 2 Cq(S;K) y r 2 � =) @q(r�i + �j) = r@q(�i) + @q(�j)

2.13 De�nición[Ll]. Sea fCngn2Z una familia de �-módulos y f@n :
Cn ! Cn�1gn2Z una familia de mor�smos de �-módulos tales que @n �
@n�1 = 0. Llamaremos complejo de cadenas sobre � a la pareja C =
fCn; @ng y lo escribimos

C : � � � �! Cn+1
@n+1�! Cn

@n�! Cn�1
@n�1�! � � �

Dicho de otra manera , un complejo de cadenas es una sucesión semi-
exacta descendente con índices en Z.
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2.14 Proposición. La colección de �-módulos fCn(X;K)gn2Z y los
operadores frontera f@ngn2Z, de�nidos como

(i) Cn(X;K)
�
Cn(X;K) si n 2 N [ f0g

0 si n =2 N [ f0g

(ii) @n

�
@n si n 2 N
0 si n =2 N

forman un complejo de cadenas.

Demostración.[WK] Al ser Cn(X;K) el módulo libre generado por
Kn, basta ver que para un n-simplejo

� = hv0; v1; :::; vni 2 Kn
se cumple que @n�@n�1(�) = 0 para n 2 N: Aplicando el operador frontera
a un n-simplejo obtenemos una suma de (n� 1)-simplejos.
Lo que queremos demostrar es que al aplicar el operador frontera a

esta suma los (n � 2)-simplejos se cancelan entre ellos. Denotemos por
�i;j al simplejo que obtenemos de � al remover los vértices i; j,así que al
aplicar @n � @n�1(�) obtenemos una suma de �i;j 2 Kn�2:
Sin pérdida de generalidad supongamos que i < j. Cada �i;j se puede

obtener de � de dos formas:
(i) La primera es eliminar el vértice vi con el primer operador

frontera @n y luego remover el vértice vj.
(ii) La segunda forma es eliminar primero el vértice vj y luego re-

mover el vértice vi:

En el primer caso, como j < i, se elimina primero el vértice vi y
nos da un término de (�1)i en el índice j � 1:Lo que obtenemos es
(�1)i hv0; : : : ; bvi; : : : ; vj; : : : ; vni.
Con el primer operador frontera recorrimos los vértices mayores a j�1

una vez a la izquierda, entonces para eliminar el vértice vj la segunda vez
que aplicamos el operador frontera, tenemos que eliminar el término j�1.
Por lo tanto, al aplicar el operador frontera por segunda vez, obtenemos
un término (�1)j�1. Entonces al aplicar @n � @n�1(�) al el elemento �i;j
tenemos (�1)i+j�1�i;j al aplicar @n � @n�1(�):
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En el segundo caso @n elimina el vértice vj primero e introduce una
constante (�1)j y, como i < j, no recorremos el vértice vi: Por lo tanto,
al aplicar el operador frontera por segunda vez para eliminar el vértice i
introducimos otra constante (�1)i: Así que al aplicar @n � @n�1(�) obte-
nemos el término �i;j de la siguiente forma (�1)i+j�i;j.
Estas son las dos formas en las que podemos obtener la cara �i;j así

que �nalmente tendremos esta cara de las dos manera sumadas y esto nos
da (�1)i+j�1�i;j + (�1)i+j�i;j = 0:
Para el caso en el que n =2 N el mor�smo @n�@n�1(�) = 0 trivialmente.
�

2.15 De�nición. Sea C = fCn; @ng un complejo de cadenas. A los e-
lementos del núcleo del mor�smo @n se les denomina n-ciclos y se denotan
con ker(@n) = Zn:

2.16 De�nición. Sea C = fCn; @ng un complejo de cadenas. A los
elementos de la imagen de @n se les denomina (n � 1 )-fronteras y se
denotan con Im(@n) = Bn�1.

2.17 Proposición. Sea C = fCn; @ng un complejo de cadenas, en-
tonces Bn � Zn:

Demostración. Sea x 2 Bn = Im(@n+1). Existe un (n+1)-simplejo y
tal que @n+1(y) = x: Entonces 0 = @n(@n+1(y)) = @n(x), pues @n � @n+1 =
0. Por lo tanto x 2 ker(@n) = Zn:�

2.18 De�nición. Sean C = fCn; @ng y D = fDn; dng dos complejos
de cadena sobre �. Un mor�smo de complejos ' : C �! D es una familia
de mor�smos ('n : Cn �! Dn)n2Z de �-módulos tales que dn � 'n =
'n�1 � @n para cada n 2 Z. Es decir, que el siguiente diagrama conmuta:

� � � �! Cn
@n�! Cn�1 �! � � �

# 'n # 'n�1
� � � �! Dn

dn�! Dn�1 �! � � �
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2.19 Proposición. Sean C = fCn; @ng y D = fDn; dng dos complejos
de cadenas sobre � y sea f : C �! D un mor�smo de complejos de
cadena. Entonces para cada n 2 Z:

(i) fn(ker(@n)) � ker(dn)
(ii) fn(Im(@n+1)) � Im(dn+1)

Además estas inclusiones inducen unmor�smo efn : ker(@n)
Im(@n+1)

�! ker(dn)
Im(dn+1)

,

dado por efn(x+ Im(@n+1)) = fn(x) + Im(dn+1):

Demostración.Demostremos la primer contención: Sea x 2 ker(@n) =)
0 = fn�1(@n(x)) = dn(fn(x)) =) fn(x) 2 ker(dn):
Ahora demostremos la segunda contención: Sea y 2 Im(@n+1), en-

tonces sea x tal que y = @n+1(x) con x 2 Cn+1 =) fn(y) = fn(@n+1(x)) =
dn+1(fn+1(x)) =) fn(y) 2 Im(dn+1):
Sabemos que dados ker(@n), ker(dn) subgrupos normales de Im(@n+1),

Im(dn+1) respectivamente y un mor�smo fn : ker(@n) �! ker(dn) tal
que fn(Im(@n+1)) � Im(dn+1), existe un único mor�smo efn : ker(@n)

Im(@n+1)
�!

ker(dn)
Im(dn+1)

tal que efn[g] = [f(g)] con g 2 ker(@n)
Im(@n+1)

�

2.20 De�nición. Un complejo C 0 = fC 0n; @0n g es un subcomplejo
de un complejo C = fCn; @ng si existe un monomor�smo j = (jn)n2Z :
C 0 �! C.

2.21 Proposición. Los complejos de cadenas con los mor�smos de
complejos forman una categoría abeliana.

Demostración. La demostración se hace término a término. Los �-
módulos tienen la estructura deseada y se cumple lo necesario en la de�ni-
ción 1.34 por la conmutatividad del mor�smo entre complejos de cadena.

A la categoría de complejos de cadena la denotaremos como CC.
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II.2 Homología simplicial

Cuando Poincaré comenzó a pensar en n-celdas como particiones de
un espacio topológico compacto X se hicieron intentos para darle a la
homología una estructura algebraica. En 1925 E. Noether observó que las
fronteras de las n-cadenas de�nen un homomor�smo de Z-módulos tales
que @n �@n�1 = 0 y con esto formó un Z-módulo haciendo el cociente Zn

Bn
,

al que se le llamó módulo de homología de Hn(X;Z), con éste se obtenía
información sobre invariantes del espacio sobre el que se está trabajando.
Independientemente de E. Noether, en 1926 Vietoris también buscaba
una de�nición de homología para espacios más generales que complejos
simpliciales y llegó a la misma de�nición de homología como el grupo
cociente Hn =

Zn
Bn
.

El de�nir la homología como un objeto algebraico formado por el
cociente permite aplicarla, además de a complejos simpliciales, a com-
plejos de cadena formados por �-módulos en general. En Über Abstrakte
Topologie (1929), Mayer, con apoyo de Vietoris, generalizó la de�nición
de módulo de homología. Mayer consideró la homología para complejos
de cadena con módulos libres, �nitamente generados sobre un anillo �.
[Di. 38-39]

En este capíitulo de�nimos el módulo de homología para los complejos
de cadena que de�nimos en la sección anterior y explicamos cómo éste
nos da información del espacio topológico que se triangula.

2.22 De�nición. Sea C = fCn; @ng un complejo de cadenas. Se
de�ne el módulo de homología de grado (o dimensión) n de C, Hn(C)
como el cociente:

Hn(C) =
ker(@n)

Im(@n+1)
:

y para cada mor�smo de complejos

f = (fn)n2Z : C = fCn; @ng �! D = fDn; dng

se de�ne Hn(f) = efn con efn como en la proposición 2.19.
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2.23 De�nición. Sea C un complejo de cadenas. A la dimensión de
Hn(C) se le denomina el n-ésimo número de Betti y se denotará como
dim(Hn(C)) = �n:

Los números de Betti fueron llamados así por Henri Poincaré en hon-
or a Enrico Betti y su obra Sopra gli spazi di un numero qualunque di
dimensioni (1871). Intuitivamente los números de Betti nos dicen cuan-
tos ciclos de dimensión n tenemos en el espacio topológico sobre el que
estamos trabajando.

La de�nición de módulo de homología de grado (o dimensión) n de
C utiliza un complejo de cadena C = fCn; @ng. Por la proposición 2.14,
dada de una triangulación del espacio topológico X, tenemos un complejo
de cadenas C = fCn; @ng. SeaC = fCn; @ng el complejo de cadenas
generado por la triangulación (K; f) del espacio topológico X. Al módulo
de homología de grado (o dimensión) n del complejo de cadenas C se le
denota Hn(K).

2.24 Teorema. Sean (K1; f) y (K2; g) dos triangulaciones de un es-
pacio topológico X. Entonces Hn(K1) �= Hn(K2) para n = 0; 1; : : : :
Este teorema nos dice que, si tenemos dos triangulaciones (K1; f) y

(K2; f) de un espacio topológico X, la homología de los complejos de ca-
denas generados por las triangulaciones de X es un invariante de X. A
partir de este punto (K; f) será una triangulación del espacio topológico
X. En [Hi. p120] se demuestra que los grupos de homología son un invari-
ante en poliedros y la generalización para objetos topológicos se trabajan
en el capítulo dos del mismo libro.

2.25 Proposición[DW]. Sea K un complejo simplicial. Si K = K1 [
K2 [ : : : [ Kr, con K1;K2; : : : ;Kr ajenos dos a dos. Entonces

Hn(K) =Hn(K1)�Hn(K2)� : : :�Hn(Kr)
para todo entero n.

Demostración. Para el caso en el que n > dim(K) tenemos que
Hn(K) =0.
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Sea c una n-cadena de K, entonces c se puede expresar de forma única
como c = c1+ c2+ : : :+ cr, donde cj es una n-cadena de Kj. Por lo tanto,

Cn(K) �=Cn(K1)�Cn(K2)� : : :�Cn(Kr)

Sea z un n-ciclo de K (es decir @n(z) = 0). Podemos expresar a z de
forma única como z = z1 + z2 + : : :+ zr y @n(zj) = 0 8j. Por lo tanto,

Zn(K) �=Zn(K1)�Zn(K2)� : : :�Zn(Kr)

Y análogamente

Bn(K) �=Bn(K1)�Bn(K2)� : : :�Bn(Kr)

Por lo tanto existe un isomor�smo bien de�nido

 : Hn(K1)�Hn(K2)� : : :�Hn(Kr) �! Hn(K)
([z1]; [z2]; : : : ; [zr]) 7! [z1 + z2 + : : :+ zr]

donde [zj] denota la clase de homologías de un n-ciclo de Kj.�

Un ciclo para dimensiones n = 1; 2 se puede visualizar en un espacio
topológico como un agujero en un círculo o el espacio dentro de una esfera.
En los siguientes teoremas se analiza la homología de dimensión 0.

2.26 Teorema. Sea K un complejo simplicial. Si jKj es conexo, en-
tonces H0(K) �= Z:
Demostración. Sean v1; v2; : : : ; vr los vértices de un complejo sim-

plicial K. Toda 0�cadena de K puede ser expresada de forma única como
una suma de la forma

n1 hv1i+ n2 hv2i+ : : :+ nr hvri
con ni 2 Z.
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Sea " : C0(K) �! Z tal que

"(n1 hv1i+ n2 hv2i+ : : :+ nr hvri) = n1 + n2 + : : : nr:

Si y y z son puntos �nales de una frontera de K, "(@1(hy; zi) = "(hzi�
hyi) = 0 Por lo tanto " � @1 = 0 =) B0(K) � ker("):

Sean u0; u1; : : : ; um vértices de K que determinan un camino por fron-
teras. Entonces

humi � hu0i = @1(
mP
j=1

huj�1; uji) 2 B0(K)

Como K es conexo todo par de vértices de K, cualesquiera dos vértices
se pueden unir por un camino de frontera (Proposición 2.12). Entonces
deducimos que hzi � hyi 2 B0(K) 8y; z 2 VK

Por lo tanto, si c 2 ker(") y c =
rP
j=1

nj hvji, tenemos que
rP
j=1

nj = 0.

Entonces c =
rP
j=2

nj(hvji � hv1i). Pero hvji � hv1i 2 B0(K), entonces

c 2 B0(K). Asi tenemos que ker(") � B0(K).
De lo anterior concluimos que ker(") = B0(K).
Además " : C0(K) �! Z es epimor�smo y su núcleo es B0(K), en-

tonces, por primer teorema de isomor�smo [Ll p25], existe un isomor�smo
de C0(K)

B0(K) a Z.

Como @0 = 0 (por de�nición), C0(K) =Z0(K).
Por lo tanto concluimos que H0(K) = C0(K)

B0(K)
�= Z:�

De este teorema y la proposición 2.7 obtenemos el siguiente corolario.

2.27 Corolario. Sea K un complejo simplicial. Entonces

H0(K) �= Z� Z� : : :� Z r veces
donde r es el número de componentes conexas de jKj:

Notemos que r es el 0-ésimo número de Betti �0.



39

En la proposición 2.28 se observa que el módulo de homología de grado
(o dimensión) n de C es una aplicación funtorial, esto permite trabajar
con ella utilizando las herramientas vistas en la primer parte en el capítulo
de Categorías.

2.28 Proposición. La asignación H� : CC �! Mod� es funtorial
covariante aditiva.

Demostración. Sean C = fCn; @ng; C 0 = fC 0n; @0ng; C 00 = fC 00n; @00ng
complejos de cadenas y sean C

f�! C 0
g�! C 00 mor�smos de complejos

de cadenas.
Sea x + Im(@00n+1) 2 Hn(C), entonces Hn(g � f)(x + Im(@00n+1)) =

gnfn(x) + Im(@
00
n+1): Entonces

(Hn(g) �Hn(f))(x+ Im(@
00
n+1))

= Hn(g)(fn(x) + Im(@
00
n+1))

= gn(fn(x)) + Im(@
00
n+1)

Ahora veamos que se comporta bien con la identidad:
Sea Hn(1C) : Hn(C) �! Hn(C). Entonces

Hn(1C)(x+ Im(@
00
n+1))

= 1Cn(x) + Im(@
00
n+1)

= x+ Im(@00n+1)

=) Hn(1C) = 1Hn(C)

Por lo tanto tenemos que es un funtor covariante.

Veamos ahora que el funtor es aditivo:
Sean f; g 2 HomCC(C;D) mor�smos de complejos de cadena. En-

tonces

Hn(f + g)(x+ Im(@00n+1))

= (fn + gn)(x) + Im(@
00
n+1)

= fn(x) + gn(x) + Im(@
00
n+1)

= fn(x) + Im(@
00
n+1) + gn(x) + Im(@

00
n+1)

= Hn(f)(x+ Im(@
00
n+1)) +Hn(g)(x+ Im(@

00
n+1))�
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Queremos entender que información obtenemos de la homología sim-
plicial sobre los complejos de cadena al tener que sus homologías son
homomorfas. Para esto se de�ne el concepto homotopía.

2.29 De�nición. Sean C = fCn; @ng y D = fDn; dng dos complejos
de cadenas y '; '0 : C �! D dos mor�smos de cadenas. Diremos que '
es homotópico a '0 si existe una familia de mor�smos de R-módulos que
llamaremos h = fhn : Cn �! Dn+1jn 2 Zg tales que dn+1�hn+hn�1�@n =
'� '0 para toda n 2 Z en el siguiente diagrama:

C : � � � �! Cn+1
@n+1�! Cn

@n�! Cn�1
@n�1�! � � �

'0n+1 ## 'n+1
hn
. '0n ## 'n

hn�1
. '0n�1 ## 'n�1

D : � � � �! Dn+1 �!
dn+1

Dn �!
dn

Dn�1 �!
dn�1

� � �

La familia h = fhng se llama homotopía de cadenas, y diremos que '
es homotópica a '0: En símbolos escribiremos h : '0 � ' : C �! D:

2.30 Teorema. Sean C = fCn; @ng y D = fDn; dng dos complejos
de cadenas. Si '0 � ' : C �! D entonces H�(') = H�('

0) : H�(C) �!
H�(D):

Demostración [Ll1, p.87]. Sea h : '0 � ' la homotopía. Sea x 2
Hn(C), z 2 Zn(C), y p : Zn(C) �! Hn(C) =

Zn(C)
Bn(C)

tal que p(x) = x es
la proyección en el cociente.
Entonces

'n(z)� '0n(z) = (dn+1 � hn + hn�1 � @n)(z) = (dn+1 � hn)(z)

pues @n(z) = 0 y z 2 Zn(C): Como (dn+1�hn)(z) 2 Bn(D),Hn(')(z) =
Hn('

0)(z) =) Hn(') = Hn('
0) 8n 2 Z: �

En el teorema 2.30 se observa que, en caso de tener mor�smos ho-
motópicos, los módulos de homología de C y de D son isomorfos Sin
embargo, en el ejemplo 2.31 se demuestra que el inverso de este teorema
es falso.
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2.31 Ejemplo Sea � = Z. Sean C = fCn; @ng, D = fDn; dng com-
plejos de cadenas y '; '0 : C �! D dos mor�smos de cadenas de�nidos
de la siguiente forma:

C : � � � �! 0
0�! ha1i

@1�! haoi
0�! 0 �! � � �

'2 = 0 # '1 # # '0 = 0
D : � � � �! 0

0�! ht1i
0�! 0

0�! 0 �! � � �

Denotamos como haii al Z� módulo generado por el elemento ai.
De�nimos:

(i) Cn = 0 para n 2 Z � f1; 2g, C1 = Z = ha1i, C2 = Z = ha2i y
@1(a1) = 2a0.

(ii) Dn = 0 para n 2 Z� f1g, D1 = Z = ht1i y dn = 0 8n:
(iii) '1(a1) = t1 y '0 = 0:

Entonces 'n�1 �@n = dn �'n = 0 8n 2 Z: Y al calcular las homologías
tenemos que Hn(') = Hn(0) pero ' � 0:

2.32 Ejemplo. En este ejemplo triangulamos el plano proyectivo uti-
lizando la representación topológica del mismo con identi�caciones como
en la �gura 1.3.

Figura 1: (Figura 1.3) Plano Proyectivo
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Utilizamos como anillo Z, entonces H� : CC �! ModZ es un funtor
covariante de la categoría de complejos de cadena a la categoría de grupos
abelianos. Por la identi�cación en la triangulación del plano proyectivo
tenemos dos 0-simplejos, un 1-simplejo y un 2-simplejo, de esto se obtiene
el siguiente complejo de cadenas:

0 �! C2
@2�! C1

@1�! C0
@0�! 0

genfA;Bg genfa; b; cg genfx; yg

Ahora calculemos H0(P ) donde P es el plano proyectivo, para ello
notemos que Z0 = genfx; yg, pues @0 es el mor�smo 0 (dado que no hay
objetos de menor dimensión a 0).

La imagen de los complejos es B0 = genfy� x; x� y; 0g, por lo tanto
H0(P ) =

Z0
B0
= genfx;yg

genfy�x;x�y;0g
�= genfx;yg

genfy�xg
�= Z.

Ahora calculemos H1(P ); primero calculemos Z1 y B1 y para ello
pensemos en todos los 1-simplejos que tenemos en el espacio triangulado:

Z1 = ker(@1) =)
@1(< a >) = y � x
@1(< b >) = < x� y >
@1(< c >) = 0

=) Z1 = genfa+ b; 0g

B1 = Im(@2) =)
@2(< A >) = a+ b+ c
@2(< B >) = a+ b� c =) B1 = genfa+b+c; a+b�cg

Entonces H1(P ) =
genfa+b;0g

genfa+b+c;a+b�cg
�= Z

2Z :

Por último calculemos H2(P ) :

Z2 = ker(@2) () @2(A) = a+b+c y @2(B) = a+b�c, tenemos que
un elemento de C2(P ) se vera de la forma �A+�B y al aplicar el operador
frontera a este elemento obtendremos: @2(�A+�B) = �@2(A)+�@2(B) =
�(a+ b+ c)+�(a+ b� c) = (�+�)(a+ b)+(���)c = 0 () �+� = 0
y a� � = 0 () � = � = 0, pues elegimos como anillo Z.

B2 = Im( @3) = 0, pues no tenemos simplejos de dimensión 3.

Entonces H2(P ) =
Z2
B2
= 0:
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En el ejemplo 2.32 vemos como la elección del anillo Z in�uye en el
cálculo de la homología. Al elegir como anillo Z obtenemos un grupo
abeliano �nito y éste se descompone en subgrupos libres y subgrupos de
torsión. Entonces, utilizando distintos anillos, obtendremos módulos de
homología distintos.
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Parte III
Filtraciones

Las �ltraciones son un método para construir complejos de cadenas a
partir de un conjunto de datos S. El conjunto de datos S es el que se quiere
analizar y obtener de ellos información acerca del espacio topológico sobre
el que se supone que están muestreados.

En este capítulo se estudia la construcción de complejos simpliciales
utilizando datos y justi�camos el porqué este complejo es útil utilizando el
Teorema de Nervio, también llamado Teorema de µCech, que se demuestra
en [Bj]. Otra forma de crear un complejo a partir de los datos es utilizando
complejos de Vietoris-Rips.

Los complejos de µCech reciben este nombre por Eduard µCech, aunque
también fueron desarrollados independientemente por Pavel Aleksandrov.
Por otro lado, los complejos de Rips, también llamados complejos Vietoris-
Rips, fueron construidos por Leopold Vietoris en Über den höheren Zus-
sammenhang kompacter Räume und eine Klasse von zusammenhangstreuen
Abbildungen(1927) intentando extender el concepto de homología simpli-
cial y redescubiertos por Eliyahu Rips en los años ochenta del siglo pasado,
quién los utilizó para el estudio de grupos hiperbólicos.

El resto de este capítulo supondremos que tenemos una cantidad �nita
de datos S � Rn. Además supondremos que los datos S están en un
espacio topológico X; incluido en un espacio euclidiano Y .
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III.1 Complejos de µCech.

3.1 De�nición. Sea Y un espacio euclidiano, X � Y un espacio
topológico y S un conjunto de datos. Una cubierta abierta U = fUigi2I
es una colección de abiertos Ui � X tales que S � [iUi.

3.2 De�nición. Sea U = fUigi2I una cubierta abierta de S . El nervio
N � P (I) de U es tal que:

(i) ? 2 N
(ii) Si \j2JUj 6= ? para J � I, entonces J 2 N:

La cubierta de S no es única, sin embargo habrá cubiertas cuyos
nervios nos son más útiles, pues de ellas se obtiene mejor información
del espacio topológico X. Para obtener información del espacio topológi-
co X se utilizan complejos simpliciales, uno de los complejos simpliciales
que se utiliza es el complejo de µCech.

3.3 De�nición. SeaX un espacio topológico incluido en Y � Rn y sea
B"(x) = fy 2 Y jd(x; y) < "; x 2 Sg la bola abierta de radio � centrada en
x 2 S. Dado S � Y un conjunto de puntos y U" = fB�(x)jx 2 S; " 2 Rg
una cubierta abierta de S, el complejo de µCech, denotado C"(S), es el
nervio de la cubierta U".

3.4 Proposición. El complejo de µCech es un complejo simplicial.

Demostración. Sea S = fxigMi=1 � Y un conjunto �nito de datos,
U" = fB�(x)j x 2 S; " 2 Rg una cubierta abierta de S, N el nervio de
la cubierta U" y " 2 R. Si � = hx1;:::;xnin2N 2 N , entonces

T
xi2�

B�(xj) 6=

? =) Si e� es el n�jJ j simplejo al que se le quitan los elementos fxjgj2J ,
8 J 2 I;

T
xi2e�B�(xi) 6= ?, entonces 8 J 2 I e� 2 N . Por lo tanto las caras

de � son elementos en N .�

Veamos con un ejemplo cómo se construye a partir de un conjunto de
datos S un complejo de µCech con un radio r:
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3.5 Ejemplo. Supongamos que tenemos un conjunto de datos S en
R2.Para cada x 2 S tenemos una bola de radio r centrada en x.

(Figura 3.5.1) Conjunto de
datos S

(Figura 3.5.2) Cubriente de los
datos S

Al tener una intersección de dos elementos existe un simplejo de di-
mensión 1 (�gura 3.5.3). Cuando 3 bolas se intersectan se construyen los
2-simplejos (�gura 3.5.4).

(Figura 3.5.3) 1-simplejos (Figura 3.5.4) 1 y 2-simplejos



47

El nervio N de la cubierta Ur = fB�(vj)j vj 2 S; r 2 Rg es el
conjunto de simplejos que se construyen de las intersecciones, este nervio
es el complejo de µCech.

Notemos que al agregar los simplejos de dimensión 2, todos los sim-
plejos de dimensión 1 siguen siendo parte del conjunto en el nervio N ,
por lo que efectivamente las caras de simplejos son también simplejos.
El complejo de µCech es el que nos queda en la �gura 3.5.4. Tenemos 8
0-simplejos, 5 1-simplejos y 1 2-simplejo.

La cadena de complejos a la que aplicaremos la homología simplicial.se
construye utilizando los simplejos de N de dimensiones n = 1; : : : ; n como
generadores de los Cn.

En el ejemplo 3.5 obtenemos un complejo con 4 componentes conexas
y un ciclo. Por lo tanto, por el corolario 2.27, H0(X) = Z4 , y al no tener
ciclos Hi(X) = 0 8i = 1; : : :

Notemos que si el radio r en el ejemplo 3.5 fuera menor, la única
intersección de tres bolas desaparecería, por lo tanto no tendríamos el 2-
simplejo y tendríamos un ciclo de dimensión 1, por lo que las homologías
serian:

(i) H0(X) = Z4
(ii) Hi(X) = Z.
(ii) Hi(X) = 0 8i = 2; : : :

En el ejemplo 3.6 el radio r0 será mayor al radio r del ejemplo 3.5.
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3.6 Ejemplo. Consideremos un conjunto de datos S = fvigi2N, como
en conjunto S en el ejemplo 3.5 y una cubierta Ur0 = fBr0(vj)j vj 2
S; r0 2 Rg con r0 > r.

(Figura 3.6.1) Br0(vi) de los
datos S.

Notemos que fvjg 2 Cr0(S) 8vj 2 S, pues vj 2 Br0(vj) 8j.
Si Br0(vj) \ Br0(vi) 6= ? =) fvj; vig 2 Cr0(S). Por lo tanto los 1-

simplejos fvj; vig se construyen al tener intersecciones de dos bolas (�gura
3.6.2). Análogamente los 2-simplejos se construyen de intersecciones entre
tres bolas (�gura 3.6.3).

(Figura 3.6.2) 1-Simplejos (Figura 3.6.3) 2-simplejos

En este ejemplo hay 8 0-simplejos, 11 1-simplejos y 3 2-simplejos.
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En los ejemplos 3.5 y 3.6 se generan dos complejos de µCech distintos
con r < r0:(�guras 3.6.4 y 3.6.5).

(Figura 3.6.4) Complejo de
Cech utilizando radio r

(Figura 3.6.5) Complejo de
Cech utilizando radio r0

Notemos que el complejo simplicial generado por la cubierta Ur está
contenido en el complejo generado por la cubierta abierta Ur0. Es decir, los
elementos del nervio de la cubierta Ur son elementos del nervio generado
por la cubierta Ur0.

En el complejo generado por la cubierta abierta Ur se tienen 4 compo-
nentes conexas y en el complejo generado por la cubierta abierta Ur0 hay
únicamente una componente conexa. También notemos que en el primer
complejo simplicial (Figura 3.6.4) no hay ciclos de dimensión 1 y en el se-
gundo complejo simplicial (Figura 3.6.5) sí tenemos un ciclo de dimensión
1.

Al comparar los complejos simpliciales generados por las cubiertas Ur0
y Ur se observa que al tener radios distintos las características de los com-
plejos simpliciales que generamos son distintas, estas características se ven
re�ejadas en el complejo de cadenas generado por cada complejo simpli-
cial y en sus homologías. Esto es fundamental para comprender porqué se
utiliza el concepto de �ltración para aplicar la homología persistente. La
homología persistente nos dirá que características persisten al tener ra-
dios distintos; es decir, que características aparecen y que características
desaparecen.
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3.7 Teorema (Teorema de µCech). Sea U una cubierta de un espa-
cio topológico compacto X tal que la intersección de una cantidad �nita
de conjuntos de U es contraíble y distinta del vacío, entonces X es ho-
motópicamente equivalente al nervio N de U .

Notemos que en la construcción del complejo de µCech se utilizan bolas
abiertas, estas son conexas y contraíbles. Por lo tanto, por el teorema
3.7, podemos asegurar que al tener una cubierta abierta del espacio X,
podemos utilizar el nervio de esta para hacer una aproximación al espacio
topológico usando una cubierta con los datos de S como vértices: Además
notemos que C0(S) = ?, pues no tenemos ninguna bola que intersecte
y que C1 es un simplejo de dimensión (jSj � 1), pues todas las bolas se
intersectan.

El conjunto S y la elección del radio r determinan un complejo de
cadenas de forma única. El objetivo de esta tesis es estudiar el espacio
topológico sobre el que se supone que se toma la muestra de datos S, por
lo tanto buscamos que la elección del radio r no in�uya en este análisis.
El capítulo de �ltraciones (III.4) da la estructura necesaria para que no
se deba elegir un radio r para estudiar la topología de los datos S.
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III.2 Complejos de Vietoris-Rips.
Al construir el complejo de µCech observamos que al analizar intersec-

ciones de i bolas con i = 1; : : : jSj, y hacer esto para cada bola, la construc-
ción es computacionalmente muy cara. En la construcción de complejos
de Rips no se analiza la intersección de cada bola i con las demás, por
lo tanto el cómputo es menos complicado y computacionalmente menos
caro.

Los complejos de Rips no parten de una cubierta del espacio topológi-
co, estos se construyen creando una grá�ca con los datos S. A pesar de
ser un algoritmo más sencillo, en el complejo de Rips se generan más
simplejos que los simplejos generados en el complejo de µCech.

3.8 De�nición [Z]. Sea S = fvigi=1;:::n � Y y " 2 R, llamaremos a
G" = (S;E") la grá�ca de "-vecindades en S, donde

E" = ffv; ugjd(v; u) � "; v 6= u 2 Sg:

3.9 De�nición. Sea G" = (S;E") la grá�ca de "-vecindades en S: Se
denomina cliqué de una grá�ca al subconjunto de vértices que induce una
grá�ca completa. Un cliqué se denomina maximal si no se pueden agregar
elementos a la grá�ca.

3.10 De�nición. Se denomina complejo de cliqué, al complejo sim-
plicial cuyos simplejos son los cliqués maximales de la grá�ca. Al com-
plejo de cliqué de la grá�ca de "-vecindades se le denomina complejo de
Vietoris-Rips y se denota R"(S).

Lo que estamos haciendo en la grá�ca de vecindades es conectar dos
puntos que estén más cercanos que ": Los simplejos se generan utilizando
los cliqués maximales de la grá�ca.

3.11 Proposición. El complejo de Vietoris-Rips es un complejo sim-
plicial.

Demostración. Sean " 2 R y R"(S) el complejo de Vietoris-Rips. Sea
� 2 R"(S), entonces � es vértice en la grá�ca completa de "-vecindades.
Como este complejo es el que tiene los cliqués maximales, la cara de � es
también elemento del cliqué maximal. Por lo tanto la cara de � es también
elemento de R"(S).�
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3.12 Ejemplo. Sea S � R2 un conjunto de datos fvigi=1;:::;n::Los
vértices fvig son el centro de bolas de radio r0; con estas bolas obtenemos
las r0-vecindades en S (Figura 3.6.6)

(Figura 3.6.5) Conjunto de
datos S:

(Figura 3.6.6) Br0(vi) de los
datos S:

Con las r0-vecindades construimos el cliqué maximal (Figuras 3.6.6 y
3.6.7).

(Figura 3.6.6) 1-simplejos (Figura 3.6.7) 1 y 2 simplejos.
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Notemos que al no tener intersección entre las tres vecindades de los
puntos de la izquierda, si construimos un complejo de µCech con este radio,
no se genera un 2 simplejo. Al construir el complejo de Vietoris-Rips
completamos la grá�ca de las r-vecindades de S y obtenemos un complejo
de dimensión 2 que no se obtiene en el complejo de µCech.

En este ejemplo tenemos 8 0-simplejos, que son los vértices, 6 1-
simplejos que es cuando unimos dos vértices que se intersecten para tener
cliqués maximales y tenemos 1 2-simplejo, pues al unir los vértices ten-
emos un cliqué máximal formado por tres 1-complejos que están lo su�-
cientemente cerca. La estructura que obtenemos �nalmente formada por
los complejos es la siguiente (Figura 3.6.8):

(Figura3.6.8) Complejos de Rips.
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Los complejos de µCech y de Rips son los que estudiaremos para enten-
der la topología sobre la que se encuentran los datos S. Para utilizar el
complejo de Vietoris-Rips que es computacionalmente más rápido, debe-
mos ver que este efectivamente nos proporciona información de nuestro
espacio topológico X: Gracias al Teorema de µCech podemos aproximar
por el complejo de µCech el espacio topológico X utilizando una cubierta
con los datos. Lo que haremos a continuación es comparar los comple-
jos de µCech y de Vietoris-Rips para justi�car el porqué podemos utilizar
también el complejo de Vietoris-Rips.

3.13 Lema. Para un conjunto �nito S � Rn y para todo � > 0,
tenemos que C "

2
(S) � R"(S) � C"(S):

Demostración.[CHO] Sea � = hv0;:::; vki un k-simplejo arbitrario de
C "

2
(S).

Las bolas de radio "
2
centradas en el vértice vi 2 Rn tienen una intersec-

ción común en Rn (por de�nición de complejo de µCech). Sea p un punto en
la intersección, entonces 80 � i; j � k; kvi � vjk � kvi � pk+ kp� vjk �
2"
2
= ": Por lo tanto ��R"(S):

Sea � = hv0;:::; vki 2 R"(S) un k-simplejo arbitrario, entonces

kv0 � vik � � 8i = 0; : : : k =) v0 2 B"(vi)

Por lo tanto todas las bolas centradas en los vértices vi tienen inter-
sección distinta del vacío en Rn.

Por lo tanto � = hv0;:::; vki 2 C"(S):
Entonces tenemos las inclusiones de C "

2
(S) � R"(S) y de R"(S) �

C"(S), que a su vez son monomor�smos de complejos.

De esto se concluye que C "
2
(S) � R"(S) � C"(S) �

El Lema 3.13 muestra que se pueden acotar complejos de Vietoris-Rips
con complejos de µCech, es decir que al tener características topológicas
en un complejo de µCech que se mantengan al aumentar el radio, también
los complejos de Rips re�ejaran esta característica. Análogamente, si hay
características que aparecen o desaparecen para algún " en el complejo de
µCech, existe un "0 tal que el complejo Rips también de esta información.
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3.14 Corolario. Para un conjunto �nito S � Rn y para todo " > 0,
tenemos que R"(S) � C"(S) � R2"(S):

El Corolario 3.14 muestra que existe una aproximación de complejos
de Vietoris-Rips a complejos de µCech. Aunque esta aproximación no sea
idéntica es útil, pues al calcular los complejos para distintos radios lo
que nos interesa es ver cómo va cambiando la topología. Gracias a este
Lema podemos ver que si tenemos una inclusión R"0 ,! R"1 tenemos una
propiedad topológica de un complejo de µCech C"0 cuando 2 � "1

"0
:
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III.3 Filtraciones.
Hemos construido complejos de un conjunto de datos S � Rn, sin

embargo el complejo que construyamos dependerá del " que elijamos. El
" que elegimos in�uye en la estructura de los datos que obtenemos, esto
vuelve el análisis para un " �jo muy subjetivo.

Para resolver la subjetividad al elegir ", lo que se hace es ir hacien-
do crecer ". Sabemos que para un "0 < "1 tenemos una inclusión de los
complejos simpliciales que se generan (es decir, K"0 ,! K"1), entonces
podemos hacer crecer " y estudiar cómo cambia la topología con los com-
plejos que se generan para distintos radios. De esta forma se analiza la
evolución de la topología y no se considera un " �jo.

Para tener una idea clara de lo que sucede con los radios y con los com-
plejos utilizamos el complejo de µCech. Para estudiar cómo van cambiando
las características de la topología se de�ne el concepto de homología per-
sistente que se describe en la siguiente parte de la tesis. Por el momento
estudiamos los objetos de los que se construyen las homologías para el
análisis topológico de datos.

3.15 De�nición. Dado un complejo simplicial abstracto K, una �l-
tración es un conjunto ordenado de subcomplejos de Ki de K con i 2 I,
e I un conjunto de índices totalmente ordenado, tal que si i < j entonces
Ki � Kj: El orden total de todos los subcomplejos se llama �ltro.

Dado un conjunto de datos S = fvigi=1;:::;n , se tiene un número �nito
de intersecciones entre bolas de radio r centradas en los vértices vi. Por lo
tanto tendremos un número �nito de simplejos que generan los �-módulos
del complejo de cadenas. Al aplicarle la homología al complejo de cadenas
que se obtiene de los datos obtendremos las características de la topología
sobre la que se encuentran los datos. En cada nivel de la �ltración i 2 I
pueden aparecer o desaparecer ciclos. Además para S �nito habrá una
cantidad a los más numerable de "�s para los cuales, al aumentar el radio,
existe un cambio en la homología simplicial del complejo de cadenas que se
genera de los datos. Entonces, si tenemos que el índice de las �ltraciones
es I � R podemos utilizarlo en realidad como I � Z+. Veamos, por
ejemplo, que al analizar la homología de grado 0 con un " muy pequeño,
existen tantas componentes conexas como elementos tenemos en S y para
un " su�cientemente grande existe una única componente conexa.
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Parte IV

Persistencia y homología.

A partir de que se de�nió el concepto de homología, se continuó el es-
tudio de la misma y se desarrolló un concepto dual llamado cohomología.
En las notas de J. Leray (1946) se construye por primera vez la sucesión
espectral. No de�nimos lo que es una secuencia espectral, pero en la con-
strucción de Leray se observan conceptos que si son relevantes para el
desarrollo de la homología persistente. Aunque la construcción de Leray
tiene un objetivo distinto, en ella se utiliza una secuencia de submódulos
de cohomología para un módulo de homología de grado n. Un año después
J-L. Kozul utilizó la secuencia de submódulos y de�nió un cociente entre
los ciclos y fronteras de operadores entre los submódulos que cumplen la
característica que le pedimos a los operadores frontera de complejos de
cadenas. El cociente de�nido por Kozul es el cociente con el que de�ni-
mos homología persistente en este capítulo, sin embargo Kozul lo de�ne
para otro tipo de objetos algebraicos y el concepto de persistencia aun
no existía. Además Kozul da a los módulos y a los n-ciclos estructura de
módulo graduado semejante a la estructura que damos a la homología
persistente en la última parte de la tesis. [Di. 132-136]

El concepto de persistencia fue utilizado por primera vez en 1990 en el
trabajo de Frosini, Ferri y colaboradores suyos en Italia. En su trababajo
se estudio el concepto de homología persistente de grado 0. Posteriormente
en 1999, Vanessa Robins de�ne persistencia para estudiar teoría fractal
y formas. Y en el año 2000 Edelsbrunner, Letscher y Zomorodian intro-
dujeron, independientemente, la homología persistente con un algoritmo
para calcularla.

Antes de de�nir persistencia en el año 2000, en 1994 Edelsbrunner
publicó un artículo titulado An incremental algorithm for Betti numbers
of simplicial complexes, éste fue el inicio de la homología persistente. La
homología persistente es la herramienta que se utiliza para el análisis
de ciclos de dimensión n que aparecen y desaparecen en los distintos
niveles de las �ltraciones. Después, en el 2002, Edelsbrunner, Letscher y
Zomorodian publicaron un artículo sobre topología persistente y a partir
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de ese momento surge el estudio de la persistencia tanto teóricamente
como computacionalmente.

Posteriormente, en el 2005, Zomorodian y Carlsson introducen el con-
cepto de módulo de persistencia. En 2007 Cohen-Steiner, H. Edelsbrun-
ner, and J. Harer demuestran el teorema de estabilidad para diagramas
de persistencia, el cual justi�ca hacer estadística a los datos que se supo-
nen sobre un espacio topológico X. El teorema de estabilidad utiliza que
pequeñas perturbaciones en los datos inducen pequeñas perturbaciones
en la homología persistente que se obtendrá de ellos.
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IV.1Homología persistente.

Dado un complejo de cadenas C, una �ltración es un conjunto de
subcomplejos ordenados Ci de C indizados positivamente. Además si i < j
entonces Ci � Cj: Como trabajamos con un conjunto �nito de datos de
los que generamos los �-módulos de los complejos de cadenas, obtenemos
un conjunto de Ci�s �nitamente generado.

Se utilizan supra índices para indicar el complejo de la �ltración en el
que estamos , es decir, se denota con (Ci; @i) al i-ésimo complejo de cade-
nas. Así mismo, al k-ésimo ciclo se le denota con Zi

k, la k-ésima frontera
con Bi

k y la k-ésima cadena con C
i
k: Al k-ésimo módulo de homología se

le denota con H i
k: Para entender las de�niciones e ideas en éste capítulo

consideremos el siguiente diagrama:

Ci�1 : � � � �! Ci�1
k+1

@i�1k+1�! Ci�1
k

@i�1k�! Ci�1
k�1

@i�1k�1�! � � �
#� #� #� #�

Ci : � � � �! Ci
k+1

@ik+1�! Ci
k

@ik�! Ci
k�1

@ik�1�! � � �
#� #� #� #�

Ci+1 : � � � �! Ci+1
k+1

@i+1k+1�! Ci+1
k

@i+1k�! Ci+1
k�1

@i+1k�! � � �

4.1 De�nición. Para todo entero positivo p, la p-persistencia del
k-ésimo módulo de homología es:

H i;p
k =

Zi
k

(Bi+p
k \ Zi

k)

y el k-ésimo número p-persistente de Betti de Ci , denotado por �i;pk ,
es el rango de H i;p

k :
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Notemos que como Ci � Ci+p, entonces H i;p
k está bien de�nido. Esta

contención induce una inclusión de Ci ,! Ci+p y esta es en cada k-ésimo
módulo, por lo tanto también tenemos una contención de los elementos
en Bi

k; Z
i
k � Ci

k � Ci+p
k .

La fórmula que tenemos es similar a la de la homología simplicial,
sin embargo aquí se analizan los ciclos de dimensión k en Ki+p creados
por el subcomplejo Ki: Estos ciclos existen en todo complejo Kj con
i < j < i+ p:

El rango de H i;p
k nos da el número de clases que estaban en la ho-

mología i y que continúan existiendo en la homología i+ p:

Al tener las inclusiones tenemos también un funtor inducido por la
homología �i;j : Hn(C

i) �! Hn(C
j). que relaciona distintos niveles de la

�ltración. La persistencia de las clases en la homología se puede de�nir
también como H i;j

n = Im(�i;j). Con esta de�nición se obtienen las clases
que provienen de clases anteriores en la �ltración. Además de esta de�ni-
ción también se obtiene el número de ciclos de dimensión n que tenemos
que ya existían en la �ltración j y provienen de algún elemento de la
�ltración i.

4.2 De�nición. Dada una �ltración, para i < j, de�nimos la (i; j)�homología
persistente de C, denotada H i;j

� (C), como la imagen del homomor�smo
inducido por la inclusión � : H�(C

i) �! H�(C
j):

La de�nición de la forma 4.1 es como de�nen homología persistente
Gunnar Carlson y Afra Zomorodian en Çomputing Persistent Homology".
La de�nición 4.2 es la que utilizan Herbert Edelsbrunner y John Harer
en "Persistent Homology - A Survey 2Afra Zomorodian en "Topological
Data Analysis". La primer de�nición es más cómoda para concluir con
el teorema 5.20, que da estructura de módulo graduado a la homología
persistente y la de�nición 4.2 es más cómoda para ilustrar con códigos de
barra lo que sucede en las �ltraciones.
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Decimos que una clase  de nivel n "nace.en el tiempo i si  =2 H i�1;i
n (C)

y  es clase en H i
n(C). Decimos que la clase de nivel n "muere.en el tiempo

j > i si existe una clase � que nace en el tiempo k < i con �k;j(�) = �i;j()
o que �i;j+1() = 0. Es decir, cuando la imagen de dos clases sea la misma,
la clase que persiste es la más antigua. De esta forma tendremos intervalos
(i; j) de los que se obtiene información sobre el momento en la �ltración
en la que nace una clase y el momento en el que muere.

En el ejemplo 4.4 se muestran los intervalos de nacimiento y muerte.
Además se ilustra cómo se construye un diagrama llamado código de
barras a partir de los intervalos de nacimiento y muerte. Al número de
clases que persisten del momento i al momento j y que son linealmente
independientes se le llama multiplicidad de (i; j).

4.3 De�nición. La multiplicidad de grado n del intervalo (i; j) es
�
(i;j)
n = �(i;j�1)n ��(i�1;j�1)n ��(i;j)n +�(i;j�1)n donde �(i;j)n = dim(H i;j

n (C)) =
dim(�i;jn : H i

n(C) �! Hj
n(C)).

En el siguiente ejemplo creamos una �ltración, mostramos los códigos
de barras de la misma y calculamos las multiplicidades de cada intervalo.

4.4 Ejemplo. La �gura a la que le aplicaremos la �ltración es la
siguiente:

Esta �gura consiste de tres tetraedros. Los dos tetraedros de la parte
de arriba están rellenos y el de abajo es vacío.
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Las siguientes imágenes ilustran como se crea la �ltración a este ob-
jeto.

Estas son las �ltraciones 0,1 y 2. La primer �ltración incluye los vér-
tices fA;B;C;Dg, en la siguiente �ltración se agregan los segmentos
fAB;BC;CDg y en la tercera se agregan los segmentos fAD;DBg.
Notemos que en esta �ltración se tienen 4 componentes conexas al

inicio y se �naliza teniendo únicamente una. También empezamos sin
ciclos de dimensión 1 y terminamos con dos ciclos de dimensión 1. Las
siguientes imágenes muestran las �ltraciones 3,4 y 5.
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En estos niveles se agregan los vértices fE;F;G;Hg y el segmento
fDCg, con esto se generan 4 componentes conexas y dos ciclos de dimen-
sión 1. En el cuarto nivel se agregan los segmentos fFG;GH;HFg, con
lo que se genera un nuevo ciclo de dimensión 1.

En la quinta �ltración se agregan los triángulos fABD;FGHg. La
imagen en H5

1 del ciclo generado por fAB;BC;CAg y el generado por
fFG;GH;HFg tienen como imagen 0 al ya no ser ciclos de dimensión 1,
entonces así mueren dos ciclos de dimensión 1. En la quinta �ltración tam-
bién se generan tres nuevos ciclos de dimensión 1 al agregar los segmentos
fAE;EC;BEg.

En la sexta �ltración se agregan los segmentos fHE;GE;EFg generan-
do 3 nuevos ciclos de dimensión 1. Además se agregan los triángulos
fACD;CDB;DBAg, con estos triángulos se genera un ciclo de di-

mensión 2 y mueren 3 ciclos de dimensión 3.

En la séptima �ltración agregamos los triángulos fAEC;ECB;EBAg,
de esta forma se mueren 3 ciclos de dimensión 1 y nace un ciclo de di-
mensión 2. Para terminar con la �ltración se agrega fABCD;ABCEg,
con estos tetraedros rellenos mueren dos ciclos de dimensión 2 y se agre-
gan los triángulos fFGE;FHE;HGEg, con lo que mueren tres ciclos de
dimensión 1 y nace un ciclo de dimensión 2.
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Con esta información de nacimiento y muerte de clases en distintas
�ltraciones veamos el diagrama de barras de H0; H1 y H2.

El código de barras de H0 es el siguiente:

En este código de barras se observan 4 clases en el primer nivel,
cada clase corresponde a una componente conexa. En la segunda �l-
tración se unen los segmentos fAB;BC;CAg, entonces la imagen de tres
clases es una clase que representa a la componente conexa formada por
fAB;BC;CAg. D sigue siendo una componente conexa, es decir, una
clase en H2

0 (C). Luego, en la segunda �ltración la imagen de la clase
de D es igual a la imagen de la clase de A: El análisis para las demás
�ltraciones en análogo.

Notemos que en este diagrama el rango �i;j0 de cada inclusión es el
número de clases que existen antes de i o que nacen en i y que continúan
en j. Para calcular las multiplicidades podemos usar esto, o ver cuántas
clases nacen en i y mueren en j. Por lo tanto las multiplicidades son:
�
(0;1)
0 = 1; �(0;1)0 = 2; �(0;2)0 = 1; �(3;4)0 = 2; �(3;5)0 = 1 y �(3;6)0 = 1.
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El código de barras de H1 es el siguiente:

En este código de barras se observan los ciclos que nacen y que mueren
en las �ltraciones i y j respectivamente. Las multiplicidades se calculan
utilizando el código de barras como en el diagrama de H0 o con la fórmula
que se tiene en la de�nición. Calculemos algunas multiplicidades de la
segunda manera. �(5;6)1 es el número de ciclos de dimensión 1 que existían
antes de 5 y que nacieron en 5 y aun persisten en 6, por lo tanto, como
existen 6 ciclos, �(5;6)1 = 6. Con el mismo razonamiento �(4;7)1 = 0, �(5;7)1 =

0 y �(4;6)1 = 3, por lo tanto �(5;7)1 = 6� 0� 3 + 0 = 3, que concuerda con
el número de ciclos que nacen en 5 y mueren en 7.

Entonces �(5;7)1 = 6; �(1;5)1 = 1; �(2;6)1 = 1; �(3;6)1 = 2; �(4;5)1 = 1 y
�
(6;8)
1 = 1.

Finalmente el diagrama de barras de H2 se ve de la siguiente forma:

En este diagrama vemos re�ejado lo que mencionamos sobre los ciclos
de dimensión dos al generar la �ltración. Tenemos un ciclo que nace en la
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sexta �ltración y muere en la octava, otro ciclo de dimensión 2 que nace
en la séptima �ltración y muere en la octava y un ciclo que nace en la
octava �ltración y persiste hasta el in�nito.

En este ejemplo observamos la utilidad del código de barras. Este
diagrama ilustra el comportamiento de los datos en la �ltración y nos
permite calcular rangos y multiplicidades fácilmente.
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IV.2 Módulos de persistencia.

4.5 De�nición[Ch]. Sea T un conjunto ordenado. Un módulo de per-
sistencia V sobre T es una familia indexada de �-módulos fVsjs 2 Tg y
una familia doblemente indexada de transformaciones lineales fvts : Vs �!
Vtjs � tg tales que vtr � vrs = vts cuando s � r � t. Además vtt = idVt : Un
módulo de persistencia se denomina �nito si cada componente del módulo
es �nitamente generado y existe m 2 T tal que las transformaciones vts
son isomorfas si t � m:

Utilizamos como T los números reales o un subconjunto de ellos.

4.6 De�nición. El k-ésimo módulo de persistencia Hk es la familia
de los k-ésimos módulos de homología H i

k junto con los mor�smos de
módulos ~f ik : H

i
k �! H i+1

k .

El homomor�smo de módulo es el inducido por el funtor al mor�smo
de las cadenas que generamos a su vez con los simplejos de dimensión k, así
que para cada k tenemos una familia de �-módulos que estan relacionados
por mor�smos inducidos por la inclusión. Entonces Hk es un módulo de
persistencia, pues

4.7 Proposición. Un módulo de persistencia es un funtor que va de
R (como categoría de la recta real) a la categoría de �-módulos.

Demostración. La demostración se basa en ver a R como la recta
real cuyo único mor�smo es s! t cuando s � t. La unicidad del mor�smo
corresponde a que todas las composiciones posibles de vtr0 � vr0r1 � � � � � vrns
de Vs a Vt son iguales entre ellas y, en particular, son iguales a vts.

4.8 Ejemplo. La homología es un funtor de la categoría de complejo
de cadenas sobre un anillo � a ZMod. Si � = F es un campo los �-
módulos en los complejos de cadena son espacios vectoriales. También
construimos �ltraciones que generan distintos complejos de cadenas para
distintos radios " . Aplicando a los distintos complejos de cadena el funtor
de homología Hn(_) obtenemos fHn(C")j " � 0g y los mor�smos de
los módulos de persistencia son los inducidos por el funtor Hn(_) a las
inclusiones de los complejos de cadena.
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En el caso de tener un número �nito de datos tendremos un número
�nito de complejos de cadena C� distintos. Entonces, si tenemos los cam-
bios de complejo en los radios "0 = i0; : : : ; "n = in, toda la información
del módulo de persistencia se puede estudiar en un diagrama �nito de la
forma: Hn(Ci0) �! Hn(Ci1) �! � � � �! Hn(Cin):

A continuación daremos a los módulos de persistencia estructura de
categoría.

4.9 De�nición. Sean U ;V dos módulos de persistencia. Un homo-
mor�smo � : U �! V es un conjunto de mor�smos f�t : Ut �! Vtjt 2 Rg
tal que �t�uts = vts��s para todo s � t: Es decir, que el siguiente diagrama
conmute:

Us
uts�! Ut

�s # # �t
Vs

vts�! Vt

A la categoría de módulos de persistencia la denotaremos como �Mod(R;�):
Los objetos en �Mod(R;�) son los módulos de persistencia y los homomor-
�smos son los de�nidos en 4.9. Los módulos de persistencia una familia
de �-módulos y los homomor�smos tales que el diagrama en la de�nición
4.9 conmuto, entonces �Mod(R;�) es una categoría.

4.10 De�nición. La suma directa W = U � V de dos módulos de
persistencia U; V se de�ne como: Wt = Ut � Vt, wts = uts � vts:

Diremos que un diagrama de persistencia W es indescomponible si
W = U � V implica que V = 0 o U = 0:

Dos módulos de persistencia U ;V serán isomorfos si existen mor�smos
� 2 Hom(U ;V) y  2 Hom(U ;V) tales que � = 1V y  � = 1U . Para
analizar la topología generada por datos esta de�nición de isomor�smo
entre módulos graduados es muy rigurosa, ya que en una muestra podemos
tener perturbaciones pequeñas en los datos que no son signi�cativas en la
muestra pero algebraicamente si es su�ciente para que ya no tengamos un
isomor�smo. Por lo tanto se de�ne una relación más débil entre módulos
de persistencia a la que se le denomina intercalados-�. La � nos permite
cuanti�car la incertidumbre en los datos.
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4.11 De�nición [Ch. p39]. Sean U ,V módulos de persistencia sobre
R y sea � 2 R: Un homomor�smo de grado � es una colección � de mapeos
lineales �t : Ut �! Vt+� para todo t tal que cuando s � t tenemos que
�tu

t
s = vt+�s+��s: Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

Us
uts�! Ut

�s # # �t
Vs+�

vt+�s+��! Vt+�

Denotaremos Hom�(U ;V) = fhomomor�smos U �! V de grado �g y
End�(V) = fhomomor�smos V �! V de grado �g:

Podemos aplicar dos veces homomor�smos de distintos grados y seguire-
mos teniendo conmutatividad en el diagrama, entonces la composición
cumple que:

Hom�2(V ;W)�Hom�1(U ;V) �!Hom�1+�2(U ;W):

El intercalado-� lo de�nimos en 4.12 de forma categórica, para ello
utilizamos diagramas en la categoría de módulos de persistencia indizados
por (R;�). En (R;�) los objetos son números reales y los mor�smos de
a a b consisten de un único mor�smo si a � b y es vacío en otro caso.
Para b � 0, de�nimos Tb : (R;�) �! (R;�) como el funtor dado por
Tb(a) = a + b y de�nimos �b : Id(R;�) =) Tb como la transformación
natural dada por �b(a) : a � a+b: Notemos que TbTc = Tb+c y �b�c = �b+c:

4.12 De�nición [BS p11]. Dadas las categorías D, F y un fun-
tor G 2 D(R;�): Un ��intercalado de F;G consiste de transformaciones
naturales � : F =) GT� y  : G =) FT�, i.e:

(R;�) T��! (R;�) T��! (R;�)
F # �

=) G #  
=) F #

D = D = D

tales que ( T�)� = F�2� y (�T�) = G�2�: Si (F;G; �;  ) es un
intercalado-� decimos que F y G estan �-intercalados.
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Notemos que la existencia de las transformaciones naturales �;  im-
plica que tenemos el siguiente diagrama conmutativo para todo a � b:

F (a) �! F (b)
�(a) # # �(b)
G(a+ �) �! G(a+ �)

F (a) �! F (a+ 2�)
�(a)& .  (a+ �)

G(a+ �)

F (a+ �) �! F (b+ �)
 (a) " "  (b)
G(a) �! G(a)

F (a+ �)
 (a)% & �(a+ �)
G(a) �! G(a+ 2�)

Ahora adaptemos esta de�nición categórica a la categoría de módulos
de persistencia.

4.13 De�nición. Sea � � 0, dos módulos de persistencia U ,V se
dice que están �-intercalados si existen mor�smos � 2 Hom�(U ;V) y
 2 Hom�(V ;U) tales que  � = 12�U y � = 12�V , es decir que existen
mor�smos �t : Ut �! Vt+� y  : Vt �! Ut+� para todo s < t tales que los
siguientes diagramas conmutan:

Us
uts�! Ut

�s # # �t
Vs+�

vt+�s+��! Vt+�

Us
us+2�s�! Us+2�

�s & %  s+�
Vs+�

Us+�
ut+�s+��! Ut+�

 s " "  t
Vs

vts�! Vt

Us+�
 s % & �s+�

Vs
vt+2�s�! Vs+2�

En el ejemplo 4.14 generamos una �ltración de un espacio topológico
utilizando una función f . Sea f : X �! R una función (no necesariamente
continua). Consideremos los espacios de la forma: X t = (X; f)t = fx 2
Xj f(x) � tg y los mor�smos de inclusión: fits : Xs �! X tj s � tg:
Estos obedecen la regla de composición its � isr = itr cuando r � s � t
e itt es la identidad en X

t: A estos conjuntos se les llama �ltración de
subniveles de (X; f) y se denota como Xf

sub: Aplicando el funtor de la
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p-ésima homología singular con coe�cientes en un campo F , que es un
funtor del espacio topológico X (triangulando el espacio y obteniendo
los complejos de cadena) a espacios vectoriales. De�nimos el módulo de
persistencia V como:

Vt = H(X t)

vts = H(its) : H(X
s) �! H(X t)

El conjunto de las H(X t) para t 2 R es un módulo de persistencia
que se denota como H(Xf

sub):

El siguiente ejemplo es el caso en el que se estableció el teorema de
estabilidad por Cohen-Steiner, Edelsbrunner y Harer. Este teorema hace
una relación entre las distancias de los conjuntos de datos y las distan-
cias � de los intercalados que de�nimos en 4.12. El ejemplo muestra que
si tenemos dos funciones f; g que están cerca, entonces los módulos de
persistencia obtenidos de la �ltración de subniveles serán çercanos".

4.14 Ejemplo [Ch. p41]. Sea X un espacio topológico y sean f; g :
X �! R tales que kf � gk1 < �: Entonces los módulos de persistencia
H(Xf

sub); H(X
g
sub) estan �-intercalados. Tenemos las inclusiones:

(X; f)t � (X; g)t+�

(X; g)t � (X; f)t+�

para todo t, esto induce los homomor�smos:

� : H(Xf
sub) �! H(Xg

sub)

 : H(Xg
sub) �! H(Xf

sub)

de grado �: Como los homomor�smos se inducen funtorialmente por
mor�smos de inclusión las relaciones de intercalado se satisfacen.

Continuaremos considerando el caso general en el que los �-intercalados
los vemos como transformaciones naturales, pues de esta forma podemos
utilizar propiedades que trabajamos en la primer parte.
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4.15 De�nición. Sean U y V dos módulos de persistencia. Si U y V
están �-intercalados decimos que d(U ;V) � �. Con esto de�nimos d como:

d(U ;V) = ��nff� � 0j U ;V están �-intercaladosg

Si para ningún � � 0 U ,V están �-intercalados de�nimos d(U ,V) =1.

En el teorema 4.17 se demuestra que esta d es una pseudométrica
extendida.

No podemos decir que es una métrica ya que puede tomar el valor 1
y d(U ,V) = 0 no implica que U �= V. Para demostrar esto necesitamos
primero demostrar el siguiente Lema, para ello nos es útil pensar en los
intercalados como transformaciones naturales.

4.16 Lema [BS p12]. Si los diagramas indexados en (R;�) F;G es-
tán ��intercalados, entonces también están �0-intercalados para cualquier
�0 � �:

Demostración. Sea � : F =) GT� y  : G =) FT� tales que
( T�)� = F�2� y (�T�)	 = G�2�:

Sean �0 � � y �� = �0 � �: Existe una transformación natural ��� :
Id(R;�) =) T��, entonces ���T� : T� =) T��T� = T�0 : Por lo tanto
G���T� : GT� =) GT�0 :

De�nimos �̂ = (G���T�)�:

Por ejemplo para una �̂(a) : F (a)
�(a)�! G(a+ �)

G���T�(a)�! G(a+ �0):

Similarmente de�nimos  ̂ = (F���T�)	; que aplicado a un a sería

 ̂(a) : G(a)
	(a)�! F (a+ �)

F���T��! F (a+ �0)
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Entonces podemos ver que ( ̂T�0)�̂ = F�2�0 en el siguiente diagrama
conmutativo:

F (a)
F�2�(a)�! F (a+ 2�)

F���T2�(a)�! F (a+ �0+�)
�(a)& %  T �(a) %  T �0(a)

G(a+ �)
G���T�(a)�! G(a+ �0)

y también tenemos

F (a+ �0+�)
F���T�+�0(a)�! F (a+ 2�0)

Entonces
( ̂T�0)�̂(a) = ( ̂T�0)(G���T�)�(a) =
((F���T�) )T�0)(G���T�)�(a) =
(F���T�)(F���T2� T�)�(a) =
(F���T�)(F���T2�)( T��)(a) =
(F���T�)(F���T2�)F�2�(a) =
F�2�0(a):

Por otro lado tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

G(a)
G�2�(a)�! G(a+ 2�)

G���T2�(a)�! G(a+ �0+ �)
 (a)& % �T �(a) % �T �0(a)

F (a+ �)
F���T�(a)�! F (a+ �0)

Y también tenemos

G(a+ �0+�)
G���T�+�0(a)�! G(a+ 2�0)

Entonces
(�̂T�0) ̂(a) = (�̂T�0)(F���T�) (a) =
((G���T�)�)T�0)(F���T�) (a) =
(G���T�)(G���T2��T�)�(a) =
(G���T�)(G���T2�)(�T� )(a) =
(G���T�)(G���T2�)G�2�(a) =
G�2�0: �



74

4.17 Teorema. La función d de�ne una pseudométrica extendida en
cualquier subconjunto de diagramas en D indizados por (R;�):
Demostración. [BS. p12] La transformación natural identidad mues-

tra que d(F; F ) = 0 para todo diagrama F:

Por la simetría de la de�nición de �-intercalados tenemos que d(F;G) =
d(G;F ) para todo diagrama F;G.

Resta por demostrar la desigualdad del triangulo. Consideremos los
diagramas F;G;H: Sean a = d(F;G), b = d(G;H) y � > 0: Entonces por
el Lema 4.13 y por de�nición de ín�mo F ,G están (a+ �)-intercalados y
G;H están (b+ �)-intercalados.

Sean �0 : F =) GTa+�,  0 : G =) FTa+�, �00 : G =) HTb+�
y  00 : H =) GTb+�:las transformaciones naturales de los correspon-
dientes intercalos. Veamos que componer las transformaciones naturales
nos dará las transformaciones deseadas para el intercalado de F;H:

Sea � = (�00Ta+�)�0 : F =) HTb+�Ta+� = HTa+b+2� y  =
( 0Tb+�) 00 : H =) FTa+�Tb+� = FTa+b+2�:
La primera composición viene del siguiente diagrama:

(R;�) Ta+��! (R;�) Tb+��! (R;�)
F # �0

=) G # �00
=) H #

D = D = D

La segunda composición es similar pero con  0;  00: Además tenemos
también el siguiente diagrama:

(R;�) Ta+��! (R;�) Tb+��! (R;�) Tb+��! (R;�) Ta+��! (R;�)
F # �0

=) G # �00
=) H #  00

=) G #  0
=) F #

D = D = D = D = D

De este diagrama obtenemos que ( Ta+b+2�)� = F�s(a+b+2�) y similar-
mente (�Ta+b+2�) = G�s(a+b+2�):
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Por lo tanto tenemos que F;G están (a + b + 2�)-intercalados para
todo � > 0: Entonces por ser la distancia el ín�mo tenemos que d(F;H) �
a+ b:�

Podemos declarar una equivalencia entre F y G si d(F;G) = 0; obte-
niendo de esto el siguiente Corolario.

4.18 Corolario. Si identi�camos los diagramas con �-intercalados con
� = 0, entonces d es una métrica extendida en el conjunto de clases de
equivalencia.

Demostración. Al tomar la clase de equivalencia obtenemos que
d(F̂ ; Ĝ) = 0 () F̂ = Ĝ: �

Aplicando esto a la categoría de módulos de persistencia notemos que
los �-intercalados nos permiten de�nir una pseudométrica extendida (o
aplicando la relación de equivalencia tenemos una métrica extendida) qué
nos da información sobre que tan cercanos a ser isomorfos son dos módulos
de persistencia.

Si tenemos una pequeña perturbación en los datos obtendremos mó-
dulos de persistencia distintos, con esta métrica podemos medir qué tan
distintos son los módulos de persistencia que obtenemos. Además como
los módulos de persistencia los obtenemos de los simplejos generados por
los datos y las �ltraciones, podemos pensar que si tenemos dos módulos
de persistencia generados por datos ligeramente perturbados obtendremos
módulos de persistencia con un ��intercalado con � pequeño. De hecho,
Chazal en el artículo citado [Ch] demuestra esto y le llama Teorema de
estabilidad.

La siguiente proposición nos da información sobre lo que le sucede a la
metrica de los �-intercalados al aplicar un funtor. En esta tesis trabajamos
con la homología, y al ser la homología un funtor obtenemos información
que justi�ca el uso de la misma en el análisis topológicos de datos, pues
se obtiene ciera estabilidad en la métrica.
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4.19 Proposición. Sea F;G : (R;�) �! D y H : D �! E. Si F
y G están �-intercalados, entonces también lo están HF y HG: Es decir
d(HF;HG) � d(F;G):

Demostración. Supongamos que F y G están �-intercalados.

Sean � : F =) GT� y  : G =) FT� las transformaciones naturales
correspondientes.

Por ser H un funtor tenemos que H� : HF =) HGT� y H :
HG =) HFT�; y en el siguiente diagrama vemos que (H T�)(H�) =
(HF )�2� y (H�T�)(H ) = (HG)�2� :

(R;�) T��! (R;�) T��! (R;�)
F # �

=) G #  
=) F #

D = D = D
H # H # H #
E = E = E

Por lo tanto HF y HG están �-intercalados. �

El hecho de que podamos aplicar funtores y mantener la distancia es
importante al trabajar con los módulos de persistencia que se generan
con los datos. Al analizar los datos hay funtores que nos dan información
sobre los mismo, si sabemos que preservamos una distancia menor a �
al aplicar un funtor podemos con�ar en la información que obtenemos y
aplicarla a los datos.
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Parte V

Módulos graduados.

5.1 De�nición. Un anillo � se denomina anillo graduado (o Z-
graduado) si existe una familia f�ngn2Z de subanillo � tales que:

(i) � =
L
n

�n (con �n grupos abelianos)

(ii) �n � �m � �n+m para todo n;m 2 Z:
Un anillo graduado � se le denomina anillo no-negativamente gradu-

ado (o N�graduado) si �n = 0 para todo n � 0: A un elemento x 2 �n
distinto de cero se le denomina elemento homogéneo de � de grado n:

5.2 De�nición. Un mor�smo de anillos graduados es un mor�smo
de anillos que preserva el grado.

5.3 Proposición. Si � =
L
n

�n es un anillo graduado, entonces �0

es un subanillo de �; 1 2 �0 y �n es un �0-módulo para todo n:
Demostración. �0 � �0 � �0 y �0 es cerrado bajo la suma, entonces

�0 es un subanillo de �:
Veamos que 1 2 �0 : � es un anillo, entonces 1 2 � =

L
n

�n, por

lo tanto 1 =
P
n

xn con xn 2 �n y xi 6= 0 para una cantidad �nita de i:

Entonces xi = 1 � xi = (
P
n

xn) � xi =
P
n

xn � xi: Además por la propiedad
universal de suma directa y al ser � un anillo graduado tenemos que al
comparar grados xi = xix0 8i: Entonces x0 = 1�x0 =

P
n

xnx0 =
P
n

xn = 1:

Por lo tanto 1 = x0 2 �0:
�0 � �n � �n para todo n, por lo tanto �n es un �0�módulo.�

5.4 Ejemplo. Todo anillo � puede ser visto como un anillo graduado
con �0 = � y �n = 0 para todo n 6= 0:
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5.5 Ejemplo. Sea � un anillo y x1; : : : ; xq indeterminadas sobre �:
Para m = (m1; : : : ;mq) 2 Nq, sea xm = xm1

1 � � �x
mq
q : Entonces el anillo

de polinomios S = �[x1; : : : ; xq] es un anillo graduado en el que Sn =
f
P
m2Nq

rmx
mj rm 2 � y �1m1 + : : : + �qmq = ng de�ne la graduación en

S: Particularmente podemos ver esto en anillos de polinomios en los que

� = F es un campo. F [x] es un anillo graduado. F [x] =
1L
i=0

xi � F , donde

cada xi � F = fcxijc 2 Fg: La multiplicación de polinomios obedece la
regla en la que el grado del producto de dos monomios es la suma del
grado de sus factores.

5.6 De�nición. Un subanillo S de � es un anillo subgraduado si
S =

P
n

(�n \ S): Equivalentemente se dice que S es subanillo graduado

de � si para todo a 2 S todos los componentes homogéneos de a (como
un elemento de �) están en S:

5.7 Ejemplo. Sea k un campo, entonces F [x2; xy; y3] es un subanillo
graduado de F [x; y]:

5.8 De�nición. Un ideal graduado en un anillo graduado � es un
anillo bilateral I � � con I =

L
n

In con In = I \ �n:

5.9 Proposición. Sea I un ideal graduado en un anillo graduado �.
Entonces �

I
es un anillo graduado en el que cada graduación es (�

I
)n =

(�n+I
I
). Además �

I
=
L
n

�n
In
:

Demostración. �n e I son grupos abelianos, entonces también lo es
�n+I y por lo tanto también lo es (�n+II

) para todo n: Sea xn+i 2 �n+I
y xm + j 2 �m + I, el producto de ambos es xnxm + xni + xmj+ ij y
xni; xmj; ij 2 I. Como cada factor debe ser cociente con I, el producto
también debe ser cociente con I, entonces xnxm+ k 2 (�I )n+m para algún
k 2 I:
Por el segundo teorema de isomor�smo para anillos �

I
=
L
n

(�n+I)
I
�=L

n

�n
(I\Rn) y por de�nición de ideal graduado (I \ �n) = In, por lo tanto

�
I
=
L
n

�n
In
:�
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5.10 Proposición. Un ideal bilateral I � � es graduado si y sólo si
es generado por elementos homogéneos.

Demostración. Todo ideal graduado es de la forma I =
L
n

In, así

que es generado por [nIn: Pero cada In = I \�n � �n es un subconjunto
de un conjunto de elementos homogéneos, así que I esta generado por
elementos homogéneos.

Supongamos que I es generado por un conjunto A de elementos ho-
mogéneos. Para demostrar que I es graduado debemos demostrar que
I �

L
n

(I \ �n), pues
L
n

(I \ �n) � I .

Como I es generado por A tenemos que para u 2 I u =
P
i

riaisi

para ri; si 2 � y ai 2 A. Como I � � tenemos u =
P
n

un con un 2 �n.

Queremos demostrar que un 2 I (asi un 2 I \ �n).
Para cada término en u =

P
i

riaisi sabemos que ri =
P
j

ri;j y si =P
k

si;k: donde cada ri;j; si;k es homogéneo. Entonces u =
P
i

P
j;k

ri;jaisi;k y

cada término en esta suma es homogéneo al ser producto de elementos
homogéneos. Entonces un es la suma de los términos ri;jaisi;k que hacen
a u de grado n, así que un 2 I como se quiere. �

5.11 De�nición. Sea � =
L
n

�n y M un �-módulo. Decimos que M

es un �-módulo graduado por G, con G un conjunto ordenado, si existe
una familia de subgrupos fMngn2G de M tal que

(i) M =
L
n2G

Mn (como grupos abelianos)

(ii) �n �Mm �Mn+m para todo m;n 2 G:
Si u 2 M � f0g y u = ui1 + � � �+ uik donde uij 2 �ii � f0g, entonces

ui1 ; : : : ; uik se les denomina componentes homogéneos de u: Consider-
aremos como G = R o G = Z:

5.12 De�nición. SeaM un �-módulo graduado porG y g 2 G:De�n-
imos M trasladado por g como M(g) = M como �-módulos y para h 2
GM(g)h =Mg+h: como módulo graduado EntoncesM(g) = �h2GM(g)h:
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A partir de este momento consideramos a G = Z:

5.13 De�nición. Sean M;N dos �-módulos graduados.
(i) Un homomor�smo f :M �! N de �-módulos graduados es

un homomor�smo de �-módulos tal que f(Mn) � Nn, para
todo n 2 Z.

(ii) Un mor�smo f :M �! N de �-módulos graduados es un
homomor�smo de �-módulos de grado 0.

Notemos que en la de�nición 5.13 no es lo mismo homomor�smo que
mor�smo de �-módulos graduados. Utilizando la de�nición de mor�smo
de �-módulos graduados obtenemos la categoría de �-módulos graduados,
a esta categoría la denotamos �Z-mod [KM. p15].

5.14 De�nición. Dada una colección fMiji 2 Ig de �-módulos
graduados, de�nimos la suma directa como el �-módulo graduado N =
�i2IMi con la graduación Nr = �i(Mi)r:

5.15 Proposición. Si fMigi2I es una familia de �-módulos graduados
entonces N = �i2IMi es un �-módulo graduado.

5.16 De�nición. Un �-módulo graduadoM es un �-módulo graduado
libre si existe una colección de enteros fniji 2 Ig y un isomor�smo

� :
L
i2I
�(ni)

�=�!M

de �-módulos graduados.

5.17 De�nición. Una colección de elementos homogéneosM = fmi 2
M ji 2 Ig es linealmente independiente sobre � si para toda relación lineal
de la forma

P
i

aimi = 0, con ai homogéneo, ai = 0 para todo i:

5.18 Proposición. Sea M un �-módulo graduado, entonces M es
libre si y sólo si es generado por una colección linealmente independiente
de elementos homogéneos.

Demostración. Se sigue de las de�niciónes 5.17 y 5.16 inmediatamente.�

5.19 Proposición. Sea F un campo. La categoría de espacios vec-
toriales indexada en (R;�) (F -módulos persistentes) es isomorfa a la
categoría de F [t]-módulos graduados �nitos.
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Demostración. A cada diagrama U 2 FMod(Z;�), podemos asignar
un F [t]�módulo graduado �nito M; donde para cada k 2 Z, Mk = U(k)
y para un a 2Mk, t � a = F (k �; k + 1)(a).
Para cada F [t]-módulo graduado �nito M , podemos asignar el dia-

grama U 2 FMod(Z;�) dado por F (k) =Mk, cuyos mor�smos son gener-
ador por F (k � k + 1)(a) = t � a para a 2 F (k):
La composición de ambos funtores es igual al funtor identidad. �

En el capítulo anterior de�nimos el k-ésimo módulo de persistencia
como un módulo de persistencia. El módulo de homología lo obtenemos
de complejos de cadenas generados por una cantidad �nita de datos y
tenemos que cada elemento en el complejo es de tipo �nito. Además ya
notamos que tenemos una cantidad �nita de cambios en la homología,
por lo tanto existe un k 2 Z tal que ~f ik : H i

k �! H i+1
k son isomor�smos

para todo i � k:

Entonces al k-ésimo módulo de persistencia podemos darle estructura
de módulo graduado sobre un anillo de polinomio F [t] :

Hk =
1L
i=1

H i
k

donde la acción de t está dada por t � (
P1

i=1m
i) =

P1
i=1 f

i
k(m

i) para
cualquier mi 2 H i

k: Es decir, la acción de t traslada el grado en un ele-
mento en uno, por lo tanto la acción del anillo de polinomios conecta las
homologías de los distintos complejos en las �ltraciones.�

Con esto obtenemos el teorema central que nos da información so-
bre la persistencia y estructura del espacio topológico sobre el que están
muestreados los datos.

5.20 Teorema. Sea M un F [t]-módulo graduado �nito entonces

M �=
n�mL
i=1

taiF [t]� (
mL
j=1

tbjF [t]

tcj
)

Demostración. Sean fbig los generadores homogéneos del F [t]�módulo.
Sea F [t]n el módulo graduado libre de grado n con la graduación estándar
y la base feig:
De�nimos el homomor�smo de módulos � : F [t]n �! M tal que

�(ei) = bi. Como los fbig generan a M esté es un mor�smo suprayectivo
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y por el primer teorema de isomor�smo tenemos F [t]n

ker(�)
�= M: Como F [t]n

es un módulo libre sobre un anillo de ideales principales de rango �nito y
ker(�) es un submódulo de F [t]n tenemos que ker(�) es libre y de rango
m � n; además existe una base fyig de F [t]n tal que �1y1; �2y2; : : : ; �mym
es una base de ker(�); con �i 2 F [t]:
Tenemos también que (�i), donde (�i) es el ideal generado por �i; con

1 � i � m son ideales en F [t] y como es un anillo de ideales principales,
estos ideales son de la forma tn:

Ahora de�nimos un homomor�smo suprayectivo 	 :
	 : F [t]y1 � F [t]y2 � : : : � F [t]yn �! tdeg(y1)F [t]

(�1)
� tdeg(y2)F [t]

(�2)
� : : : �

tdeg(ym)F [t]
(�m)

� (
n�mL
i=1

tdeg(ym+i)F [t])

que mapea:

(�1y1; �2y2; : : : ; �mym)
7! (�1mod(�1); �2mod(�2); : : : ; �mmod(�m); �m+1; : : : ; �n):

Notemos que tn es una n-traslación del grado.

El ker(	) es F [t]�1y1� : : :�F [t]�mym que es isomorfo al ker(�), por
lo tanto la imagen de 	 es isomorfa a M :

M �=
n�mL
i=1

tdeg(ym+i)F [t]� (
mL
j=1

tdeg(yi)F [t]

(�i)
)

Con esto queda demostrado el teorema.�

5.21 Teorema. Sea F un anillo y Hk el módulo graduado sobre un
anillo de polinomios F [t]. Entonces:

Hk
�= (

ML
i=1

(tai)F [t])� (
NL
j=1

tbj
F [t]

(tcjF [t])
)

donde M;N 2 Z+ y ai; bj; cj son potencia enteras de t.
Demostración. El módulo Hk es un F [t]�módulo �nito. Como F es

un campo tenemos que F [t] es un anillo de ideales principales, entonces
Hk es módulo graduado �nitamente generado sobre un anillo de ideales
principales. El teorema estructural para módulos �nitamente generados
sobre anillos de ideales principales dice que Hk se puede descomponer en
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una suma directa de la parte libre y la parte de torsión y el teorema 5.20
dice esto para módulos graduados.

El componente libre está compuesto de los anillos graduados de la
forma �i�qti � F; que son isomorfos a los ideales de la forma (tq):
Las componentes de la parte de torsión consisten de los anillos grad-

uados, como los de los componentes libres, modulados por sus ideales
graduados. Por la proposición 5.9 (ideal bilateral es generado por ele-
mentos homogéneos) y 5.10 (sobre la estructura y como está formado
un cociente de modulo por un ideal), los ideales graduados son ideales
homogéneos de la forma (tp).

Entonces tenemos que el teorema estructural nos queda de la forma

Hk = (
ML
i=1

(tai)F [t])� (
NL
j=1

tbj F [t]
(tcjF [t])

):�

Las potencias nos dan información de la persistencia de las propiedades
topológicas del k-ésimo módulo de persistencia, que a su vez nos dan in-
formación de las características de la topología de las �ltraciones. Los
enteros ai y bj nos dicen el complejo en el que se representa cuando nace
un ciclo de dimensión k y los números cj nos dicen cuando un ciclo, que
había aparecido en la �ltración bj; desaparece. La persistencia del agujero
que aparece en bj y desaparece en cj es bj � cj, con ésto formalizamos la
construcción de los códigos de barras, ya que tenemos una caracterización
de los módulos en la que vemos la persistencia, el nacimiento y la muerte
de las clases. La parte libre nos da información de ciclos que aparecen en
un índice ai y nunca desaparecen.

El teorema 5.21 y el teorema 5.20 nos da la estructura del módulo
graduado que a su vez nos da la estructura del modulo de persistencia y
esta nos da características sobre el espacio topológico sobre el que estamos
trabajando, pues los valores aj; bj y cj nos proporcionan la información
de todos los ciclos de grado k y como van apareciendo y desapareciendo
conforme avanzamos en la �ltración. Con esta información podemos ver
sobre que tipo de topología tenemos los datos.

Además del teorema que caracteriza a los módulos de persistencia
de�nimos los intercalados como una métrica del espacio; con esto se justi-
�ca el análisis topológico de datos utilizando los complejos y la homología
que se genera, pues utilizando esto y una medida llamada "medida de
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Hausdor¤" para los datos se demuestra un teorema de estabilidad que
permite hacer estadística al acotar el error entre los datos y en los resul-
tados obtenidos por este método.
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