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Introduccion

A cada instante se generan una gran cantidad de datos; los cuales
al estar bien estructurados facilitan el analisis y comprensién de los mis-
mos. Como seres humanos procesamos y analizamos datos cada momento,
dédndoles forma, buscando tomar decisiones con ellos y transforméndolos.
Somos m4&s informacién que fisica; procesamos informacién y somos in-
formacién procesada en todo momento.

Tenemos datos en finanzas, en imégenes, en la biologfa, en los procesos
mentales, en la fisica y desde que se inventé la computadora tenemos la
habilidad de guardar y procesar a mayor velocidad aiin méas datos.

Los datos los podemos considerar como una nube de informacién, esa
nube tiene una estructura y los datos se transforman y cambian, pero lo
que intentamos capturar en cada momento es la estructura general que
tenemos.

La topologia es una herramienta que se ajusta a las necesidades para
capturar la estructura de los datos. En topologia podemos deformar ob-
jetos y trabajar con estructuras menos rigidas. Entender la topologia de
los datos no es un trabajo sencillo y para ello se neceita de herramientas
matemadticas, de teoremas y objetos que nos permitan hallar esta estruc-
tura.

En esta tesis utilizamos la homologia persistente como herramienta
principal para hallar las caracteristicas en distintas dimensiones de la
topologia sobre la que suponemos que tenemos los datos. Supondremos
que los datos estdn en un espacio euclidiano y que tenemos una cantidad
finita de ellos. En particular, el objetivo es entender el espacio topolégico
X sobre el que se distribuye un conjunto de datos S finito, asi que los
datos serdn la gufa para construir una triangulacién que dé informacién
del espacio topoldgico sobre el que se supone estan muestreados los datos

Una vez que entendemos lo que es la homologia persistente y la infor-
macién que esta nos proporciona, se le da estructura de médulo graduado.
La unicidad de la caracterizaciéon de la homologia persistente de grado k
como modulo graduado nos permite trabajar con una topologfa acorde a



nuestros datos y representar las caracteristicas de las mismas en forma
de un diagrama, al que se le llama diagrama de barras.

Al capturar la topologia lo que es nuestra nube de datos se sigue
desarrollando la teorfa, se crean métricas y se justifica el uso de estadistica
y probabilidad sobre estas estructuras. Esta es una gran y muy innovadora
forma de analizar los datos que sean de interés.

Esta idea inici6 en los anos setenta cuando Gunnar Carlsson, Harlan
Sexton, y Benjamin Mann desarrollarén la teorfa inicial sobre el anélisis
topoldgico al encontrarse en el doctorado de matemaéticas en Stanford.
A partir de entonces estuvieron 30 anos desarrolldndolo y hoy en dia se
cuenta con grandes matemadticos que siguen trabajando en esta teorfa
tanto matemadtica como computacionalmente.

La matematica evoluciona constantemente y solemos conocerla en la
carrera de forma trabajada y bien estructurada, pero cada concepto es en
inicio una idea que se va construyendo y es importante entender eso, por
esto decidf agregar un contexto histérico a los conceptos que se introducen
en cada capitulo, siendo el contexto histérico de la homologia persistente
en el andlisis topoldgico de datos atin muy reciente (aproximadamente 15
anos).

El objetivo de esta tesis es obtener la estructura de la homologia y
ver en ella las caracteristicas de la topologfa sobre la que se tiene una
muestra de datos S.

Una vez que se estudia la estructura de la homologia persistente di-
versos articulos se especializan, analizan los algoritmos computacionales
que se requieren y se extienden conceptos que se definen en esta tesis. Por
lo tanto, en esta tesis agrupo los temas en los que los articulos confluyen
y los estructuro de forma que se pueda usar como texto introductorio
al Analisis Topolégico de Datos para un alumno de licenciatura que es-
té interesado en estudiar la homologfa persistente y sus aplicaciones al
Anilisis Topolégico de Datos.

Ademés de explicar y desarrollar la parte teorica necesaria para obten-
er una estructura de la homologia persistente, complemento cada capitu-
lo con una introduccién en la que se explica el surgimiento histérico de
los conceptos méas importantes. Los datos y la evolucién historica de los



conceptos los obtuve del libro de Jean Dieudonné titulado .* History of
Algebraic and Differential Topology, 1900-1960".

En el capitulo I se estudia el concepto de Categoria. Las categorias
son la herramienta que utilizaremos constantemente para estudiar las rela-
ciones entre la topologia y los datos. Para el primer capitulo me basé en el
trabajo de Emilio E. Lluis Puebla .*lgebra Homoldgica, Cohomologia de
Grupos y K-Teorfa Algebrdica Clésicaz el trabajo de Peter Freyd titulado
Abelian Categories, An Introduction to the Theory of Functors".

El capitulo II estudia el concepto de Homologia. Homologia es el con-
cepto que nos da informacién sobre la estructura de la topologia de los
datos. Para el segundo capitlo utilicé principalmente el trabajo de Emilio
E. Lluis Puebla que menciono anteriormente y las notas de David R.
Wilkins del Trinity College en Doublin. Estos dos capitulos ofrecen la
herramienta suficiente para iniciar lo que es el estudio de la homologia
persistente y su uso en el Andlisis Topolégico de Datos.

El capitulo IIT estudia las filtraciones con las cuales se construyen los
objetos matemaéticos a los que aplicamos la homologia. Para este capitulo
utilicé el articulo de Afra Zomorodian y Carlsson Gunnar titulado Com-
puting Persistent Homology"que fue publicado en 2005 en el periédico
matematico Discrete & Computational Geometry. Para el cuarto capitulo
también utilice el articulo de Fréderic Chazal , Vin De Silva, Marc Glisse y
Oudot Steve titulado "The Structure And Stability Of Persistence Mod-
ule"publicado en Marzo del 2013. Las imdgenes de los ejemplos en los
que construyo filtraciones en este capitulo los hice utilizando GeoGebra
y los ejemplos 3.5, 3.6 y 3.12 los hice de manera que sean ilustrativos
para entender las definiciones dadas en el capitulo, también demostré las
proposiciones 3.4 y 3.6.

El capitulo IV analiza la persistencia de caracteristicas que obtenemos
de los capitulos anteriores. En el cuarto capitulo utilicé principalmente
el articulo de Afra Zomorodian y Carlsson Gunnar que utilicé en el ter-
cer capitulo y el articulo de Herbert Edelsbrunner y John Harer titulado
"Persistent Homology - A survey". El ejemplo 4.4 lo construi para ejem-
plificar los diagramas y que se entiendan las definiciones hechas en este
capitulo. Para definir los conceptos desde un punto de vista categérico
utilicé el atriculo de Peter Bubenik y Johnathan A. Scott titulado Cat-
egorification of Persistent Homology"que se encuentra en internet en la



libreria de la universidad de Cornel (arXiv:1205.3669), éste dltimo articu-
lo se publicard en Discrete & Computational Geometry y fue revisado por
dltima vez en enero del 2014.

En el quinto y 1ltimo capitulo se le da estructura a la homologfa per-
sistente vista en el cuarto capitulo. Esté capitulo se basa en el articulo
de Kairui Glen Wang titulado "The Basic Theory of Persistent Homolo-
gy"publicado en Agosto del 2013 por la universidad de Chicago.



Parte 1

Categorias

En 1945, en una extension de su articulo titulado "General theory of
natural equivalences"(1942), Eilenberg y Mac Lane designaron un tipo de
objeto matemadtico al que llamarén categoria. Una categoria estd formada
por objetos que tienen una estructura en comiin, posteriormente se le
asoci6 a cada par de objetos X, Y en la categoria una relacién a la que se le
denomina morfismo. A la coleccién de morfismos se le denota Mor(X,Y).

Los objetos denominados categorias, son un gran aporte a la matemati-
ca, pues permiten entender cada objeto como un objeto de una estructura
mds grande; por ejemplo, un grupo cémo un elemento de la categoria de
grupos. Ademsds el concepto de morfismo puede generalizarse y aplicarse
a objetos en estas estructuras, es decir, para dos categorias C, D se define
una relacién entre ellas a la que se le denomina funtor.

El concepto de categoria facilité trabajar con relaciones entre obje-
tos distintos en la matematica. Un ejemplo de esto lo podemos ver en la
proposicién de Mac Lane y Eilenberg, quienes demuestran que los com-
plejos de cadena son una categoria y que existe un funtor entre ellos y la
categoria de grupos (Capitulo IT).

En 1957 A. Grothendiek, en su articulo titulado Sur quelques points d
‘algebré homologique (Algunos puntos sobre dlgebra homoldgica), not6 que
habfa ciertas categorfas con una estructura comin y facil de manejar, a es-
tas categorias les denominé categorias abelianas. Las categorias abelianas
son aquellas que, ademds de tener objetos como nicleo y contcleo, sus
morfismos tienen estructura de grupo abeliano.

A partir de entonces las categorias, como herramienta y como ob-
jeto de estudio, han sido importantes al estudiar la relacién de objetos
matemadticos.



[.1 Categorfas y funtores.

1.1 Definicién[Ll.] Una categoria C consta de:
(i) Una clase de objetos XY, Z, denotada Obj(C).

(ii) Para cada par de objetos X,Y € Obj(C), un conjunto C(X,Y),
también denotado Homg(X,Y), cuyos elementos se llaman mor-
fismos de X en Y, denotados con f: X — Y.

(iii) Para cada terna de objetos X,Y, Z de Obj(C'), una ley de com-
posicién

7o” : Home(X,Y) x Home(Y,Z) — Home (X, Z)
(f,9) — o(f.g)=gof=yf

que satisface los siguientes axiomas:
(a) .Homg(X,Y) = Homec(X",Y') <—= X=X,Y =Y.

MSif:X—Xg:X —>X"yh: X"— X",
entonces h(gf) = (hg)f. (Asociatividad)

(c) Para todo objeto X € Obj(C) existe un morfismo
1x : X — X tal que para cualesquiera f: X — Y
yg:Z — X, setiene que flx = fy 1lxg=g.

En Homg(X,Y) se denomina a X el dominio y a'Y el codominio de
f. Ademss se dice que un morfismo f : X — Y es invertible si existe
un morfismo g : Y — X tal que gf = 1x y fg = 1y. Cuando existe un
morfismo f : X — Y invertible se dice que X y Y son isomorfos, y se
denota X =Y.

Notemos que la clase de objetos no necesariamente debe ser un conjun-
to; cuando la clase de objetos es un conjunto la categoria la denominamos
categoria pequena.

Cuando no haya confusién entre objetos y morfismos se denota a X
objeto de C como X € C



1.2 Ejemplo. Sea A un anillo conmutativo con 1 # 0. Denotaremos
con aMod los A-médulos izquierdos. Los objetos en yMod son los A-
modulos. Para cada par de objetos AM, \N € yMod, los morfismos son
los homomorfismos de A-mddulos, los cuales son los homomorfismos de
grupos abelianos M tales que f(ax) = af(x) para todo a € A y para todo
x € M. yMod es una categoria, ya que los homomorfismos de A-médulos
cumplen los axiomas (a),(b) y (c). [LL].

1.3 Definicién. Sean C y C’ categorias. Un funtor covariante F :
C — C’ es una regla que asocia:
(i) Objetos X € C en objetos X’ € C’ denotado F(X).
(ii)) A cada morfismo f: X — Y € Homc(X,Y) un morfismo.

F(f): F(X) — F(Y) € Home(F(X), F(Y))

que satisface las siguientes condiciones:
(a) F(lx) = 1FX'
(b) F(go f)=F(g)o F(f).

1.4 Definicién. Sean C y C’ categorias. Un funtor contravariante
F : C — C’ es una regla que asocia:

(i) objetos X € C en objetos X' € C’ denotado F(X)
(ii) a cada morfismo f: X — Y € Homc(X,Y) un morfismo

F(f): F(Y) — F(X) € Homa (F(Y), F(X))

que satisface las siguientes condiciones:
(a) F(lx) = 1px.
(b) F(go f)=F(f)o F(g).

Cuando no hay confusién se puede denotar F'(X) como FX y F(f)
como F'f.



1.5 Ejemplo. Sea A un anillo conmutativo con 1 # 0. Sea ,Mod
la categoria de los A-mdédulos izquierdos y Ab la categoria de los grupos
abelianos.

Dado X € pMod se define el funtor Homy(X, ) : aAMod — Ab
como:

(i) Homa(X, )(Y) = Homa(X,Y) para todo Y € yMod.
(i) Homa(X, )(f) = foge Homg(X,Y’) para cada
f:Y — Y’ morfismo de A-médulos y
g: X —Y € Homy(X,Y). Entonces:

Y — Homy(X,Y)

Lf | Homa(X, f)
Y — Homa(X,Y’)

Sean k : Y — Y' vy K : Y — Y entonces se tiene el siguiente
diagrama:

(X L v) e Homa(X,Y)
| Lk L Homa (X, k)
(X L Y) € Homy(X,Y)
I LE | Homp(X, K
(X — Y") € Homp(X,Y")

En el diagrama se ve que Homa (X, _)(1y) = Luoma(x,v) Y Homa (X, _)(fo
g) = Homp(X, )(f)o Homa(X, )(g). Por lo tanto Hom, (X, ) es un
funtor covariante.

1.6 Ejemplo. Sea A un anillo conmutativo con 1 # 0. Sea yMod
la categoria de los A-mdédulos izquierdos y Ab la categoria de los grupos
abelianos.

Dado un Y € pMod se define el funtor Homa(_,Y) : AMod — Ab
como:

(i) Homa(_,Y)(X) = Homy(X,Y) para todo X € yMod.
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(ii) Homa(_,Y)(f) =go f € Homgr(X')Y) para cada
f: X — X’ morfismo de A-médulos y
g: X' — Y € Homa(X",Y). Entonces:

X — Homy(X,Y)

Lf T Hom(f,Y)
X" — Homp(X"Y)

Sean k : X' — X y k' : X” — X, entonces se tiene el siguiente
diagrama:

f

(X' — YY) € Homp(XY)
Lk | T Homy(k,Y)
(X L Y) € Homp(X,Y)
LK I T Homp(K',Y)

(X" 5 Y) € Homy(X",Y)

En el diagrama se observa que Homa(_,Y)(1x) = lgom,(x,y) ¥
Homa(_,Y)(f og) = Homa(_,Y)(g) o Homa(_,Y)(f). Por lo tanto
Homa(_,Y) es un funtor contravariante.

1.7 Definicién. Sea C una categoria. La categoria opuesta, denotada
C°F, consta de Obj(C) = Obj(C) y Homecer(X,Y) = Home(Y, X).

Notemos que la composicién Go f en la categoria opuesta C es de la
forma X v L 7 — X£f>Z,entoncesenCes)(WiY<L
7 = X L% 7. Por lo tanto por definicién gof = (f o g).

1.8 Definicién. Sean C y D categorias y sean F, G : C—D funtores

covariantes. Una transformacion natural ¢ : F = G consiste de una
familia de morfismos {¢y } xco. en la que:

(i) ¢x:FX — GX paracada X € C
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(ii) Para cada morfismo f: X — Y € Homc(X,Y') el siguiente
diagrama conmuta:

X FX 2  GX
fl  Ffl 1Gf
Y FY 2 QY

es decir, Gf o py =y 0 F'f.

En el caso de un funtor contravariante la conmutatividad se obtiene
en el siguiente diagrama:

X FX =2 GX
fl Ff1 TGf
Y FY 2 QY

es decir, oy o F'f = Gf o py.
Denotamos la transformacién natural con ¢ = {p| X € Obj(C)}.

1.9 Definicién. Sea C una categoria y D una categoria pequena. El
diagrama en D indizado por C, denotado CP, consiste en
(i) Obj(CP) ={F:D—C]| F es funtor}
(i) Homeo(F,G) son las transformaciones naturales ¢ : F' — G,
donde F’, G son dos funtores de D en C.

1.10 Ejemplo. Un diagrama F en una categoria D indizada por
(Z*, <) es una secuencia de morfismos:

F(1) — F(2) — F(3) — -

Si D es la categoria de espacios vectoriales, entonces cada F'(n) es un
espacio vectorial y los morfismos son transformaciones lineales.
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1.11 Definicién. Sean C, D dos categorias. Sean F, G : C—D fun-
toresy ¢ = {p,} xec : F' = G una transformacién natural.. es un iso-
morfismo de funtores si existe una transformacién natural ¢ : G — F
tal que Yo = 1p y b = 1g, donde Yo = {1 px}xec.

En el siguiente diagrama observamos que la composicién estd bien
definida.

X FX 2 gx 2 rx
i Frl Gf | Ff|
vy  FY 2 gy Y ry

Ambas partes del diagrama conmutan, por lo tanto para cada X € C
y f € Home(X,Y) la composiciéon ¢¢ conmuta. Entonces ¢ es una
transformacién natural que hace conmutar el siguiente diagrama:

X FX " px
fl Ffl L Gf
y Fy Y% py

El caso contravariante es analogo, salvo que la conmutatividad se ob-
tiene con las flechas de F'Y — FX.

1.12 Teorema. ¢ = {¢y}xec : ' — G es un isomorfismo funtorial
si y s6lo si ¢y es un isomorfismo para cada X € C.

Demostracién.

= ) VX € Cy¥ypx =1lpx = @y es isomorfismo.

<=) Sea ¢y un isomorfismo VX € C. Definimos ¢ = {¢o%' }xec ¥
tenemos el siguiente diagrama:

X GX FX 25 ax
fl Gfl Ffl Gf |
Yy Gy 2 Fry 2 gy
Por ser ¢ transformacién natural G'f o oy = @y o F'f, entonces:
Gfopyopyx = Gfopyopy' = Gfolax = laxoGf = pyopy oG f =
py oYy o Gf.
Por lo tanto pi = 1. Anédlogamente obtenemos que ¢ = 1p. Asi
que ¢ es un isomorfismo funtorial.[]
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.2 Morfismos y objetos especiales.

1.13 Definicién. Sea C una categorfay f : A — B un morfismo en
C. Se dice que:
(i) f es un monomorfismo si para cada par de morfismos g, h en
C
tales que fg = fh tenemos que g = h.
(ii) f es un epimorfismo si para cada par de morfismos g, h en C
tales que gf = hf tenemos que g = h.
(iii) f es una seccion (monomorfismo que se escinde) si existe
f':B— Atal que f'f =14.
(iv) f es una retraccion (epimorfismo que se escinde) si existe
f':B— Atal que ff'=1p.

1.14 Definicién. Sea P una proposicion acerca de objetos, flechas o
diagramas en la categorfa C. El dual de la proposicion interpretada en
C, denotada P, es la proposiciéon andloga hecha en CP.

1.15 Ejemplo. f es epimorfismo es el dual de la proposicién f : A —
B monomorfismo. f es un monomorfismo si para cada par de morfismos
g,h en C tales que fg = fh = g = h, el dual de la proposicién es que
f: B — A es monomorfismo en C? si fog = foh => § = h Vg,h €
C. Interpretando esto en C obtenemos que go f = ho f = g=nh
Vg, h € C.

1.16 Teorema. Sea C una categoria.
(i) Composicién de monomorfismos es monomorfismo.
(ii) Composicién de epimorfismos es epimorfismo.
(iii) Toda seccién es monomorfismo.
(iv) Toda retraccién es epimorfismo.
(v) Si fg es monomorfismo = ¢ es monomorfismo.
(vi) Si fg es epimorfismo = [ es epimorfismo.

Demostracion.

(i)Si f: A — B, g: B — (C son monomorfismos, entonces para
cada par de morfismos h, k en C tales que fh = fk, tenemos que h = k,
y para cada par de morfismos h', k" en C tales que gh' = gk’, b’ = K'.
Por lo tanto para cada par de morfismos h”, k" en C tenemos que gfh"” =
gfk" = gh” = fK"y de esto se concluye que h” = k".[]
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(ii)) Si f: A — B,g: B — C son epimorfismos, entonces para cada
par de morfismos h,k en C tales que hf = kf tenemos que h = k, y
para cada par de morfismos h', k' en C tales que hg' = kg’ tenemos que
h' = k'. Entonces para cada par de morfismos h”, k" en C tenemos que
Wagf=~k'gf = h"f=Ek'f. Por lo tanto b = k".[

(iii) Si f : A — B es una seccién y g, h son morfismos en C tales que
fg=fh,3 f : B— Atal que f'f = 1,4, por lo tanto fg = fh =
(F'flg=(FHh = g=hD

(iv) Si f : A — B es una retraccién y g, h son morfismos en C
tales que ¢gf = hf, 3 f/ : B — A tal que ff' = 14, por lo tanto
gf =hf = g(ff")=h(ff) = g=h0

(v) Si fg es un monomorfismo, sean hq, hy tales que ghy = ghy —
fgh1 = fgho, vy fg es monomorfismo, por lo tanto h; = hy.[J

(vi) Si fg es un epimorfismomorfismo, sean hi, hy tales que hyf =
haof = h1fg=hafg, y fg es epimorfismo, por lo tanto h; = hy.[]

1.17 Definicién. Sea C una categoria y Xy € C. Entonces:
(i)  Xo es un objeto inicial si Homgc (X, X) tiene un solo elemento
VX € C.
(ii) Xo es un objeto final si Homga(X, Xy) tiene un solo elemento
VX e C.
(iii) Xo es un objeto cero si es objeto inicial y final.

1.18 Ejemplo. En la categoria de A-mdédulos el médulo trivial es un
objeto cero.

1.19 Proposicién. Sea C una categoria con objetos cero, entonces
cualesquiera dos objetos cero son isomorfos.

Demostracién. Supongamos que X, X’ son objetos cero de C y que
Home (X, X') ={a}ly Homc(X’', X) = {}. Entonces a5 € Homc (X', X') =
{1x,} y B € Home(X, X) = {1x}.0

1.20 Definicién. Sea C una categoria con objeto cero Xy y Y, Y’ € C.
El morfismo cero de Y a Y’ es la composicién: Y — Xq — Y’. A este
objeto se le denota con 0.

1.21 Definicién. Sea C una categoria y Y, X, X’ € C. Entonces:
(i) X' es subobjeto de X si existe i : X’ — X monomorfismo.
(ii) Y es un objeto cociente de X si existe p : X — Y epimorfismo.
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1.22 Definicién. Sea f : A — B un morfismo en una categoria
con objeto cero. Un nicleo de f es una pareja (K, u) en la que K € C,
u: K — A es un morfismo tal que f ou = 0 y se satisface la siguiente
propiedad universal: Si (K’ ') con K/ € Cy v : K' — A tal que
fou =0, entonces 3! morfismo o : K/ — K que hace conmutar el
siguiente diagrama:

K - 4 L B
E“OéT /u’
K/

Se dice que C tiene niicleos si cada morfismo en C tiene un nicleo.

1.23 Proposicién. Sea C una categorfa con objeto cero y que tiene
nicleos. Entonces dos niicleos de cualquier morfismo son isomorfos.

Demostracién. Sea f : A — B un morfismo en C y supongamos
que (K, u)y (K',u) son nicleos de f, entonces, por la propiedad universal
del nicleo (K, u), tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

K - 4 1. B
H'QT /u’
KI

y por la propiedad universal del micleo (K’ u'), tenemos el siguiente
diagrama conmutativo:

K - a4 L B
Al Sw
K/

por lo tanto tenemos que como «, (3 son Unicos o =1y foa =
]_K/D

Como el niicleo de un morfismo es dnico se denota con (Ker(f),u).
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1.24 Proposicién. Si (K, u) es nicleo de f: A — B, entonces u es
monomorfismo.

Demostracién. Supongamos que uh = ug = fuh = fug = 0.
Consideremos los siguientes diagramas conmutativos:

K - 4 L K - a4 1
aT/ug Tﬁ/uh
X X

Notemos que «, 3 son unicos, pues el nicleo es tinico. Asi que, como
K = ker(f) Jla y 3! tales que uav = ug,ufl = uh. Entonces como g
y h también hacen conmutar el diagrama, tenemos que @« = gy 3 = h.
Ademis a hace que conmute el diagrama de 3 y viceversa, entonces ua =
uf3. Por lo tanto, como «, f son unicos, obtenemos g =a = =h =
g=nh.U

1.25 Definicién. Sea C una categoria con objeto ceroy f: A — B
un morfismo en C. Un coniicleo de f es una pareja (Z,p) en la que
Z €Cyp:B — Z es un morfismo tal que pf = 0 satisfaciendo la
siguiente propiedad universal: Si (Z',p') con Z1 € Cy p' : B — 7’ tal
que p'f = 0, entonces 3! morfismo § : Z — Z’ que hace conmutar el
siguiente diagrama:

A LB 2z
PN\ |38
ZI

Se dice que una categoria con objeto cero tiene comicleos si cada
morfismo en C tiene contcleo.
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1.26 Proposicién. Sea C una categorfa con objeto cero y que tiene
conticleos. Entonces dos conticleos de cualquier morfismo son isomorfos.

Demostracién. Sea f : A — B un morfismo en C y supongamos
que (Z,p) vy (Z',p") son conticleos de f, entonces, por la propiedad uni-
versal del conicleo (Z,p), tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

A L .,z
PN\, |
Z/

y por la propiedad universal del conticleo (7', p’), tenemos el diagrama
conmutativo:

AL p 2 g
p\. 138
7

por lo tanto tenemos que como «, 3 son tnicos xof =15y foa =
1Z/|:|

El contcleo de un morfismo se denota con (co ker(f), p).

1.27 Definicién Sea C una categoria, X € C, {X;};c; una familia
de objetos de C y p; un morfismo en C Vi € I. Un producto de {X;}icr
es una pareja (X, (p; : X — X;);er) que satisface la siguiente propiedad
universal: Para cada pareja (X', (p; : X/ — X,)ier) existe un dnico
morfismo « : X' — X tal que el siguiente diagrama conmuta:

x 24 X
P\ /D
X;

Se dice que una categorfa tiene producto si cada familia de objetos de
C tiene producto.

No toda categoria tiene producto, pero si lo tiene entonces éste es
Unico salvo isomorfismo.
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1.28 Proposicién. Si C es una categorfa con producto, entonces los
productos de una familia de objetos son isomorfos.

Demostracién. Sea {X;};c; una familia de objetos en C y sean
(X, (pi + X — Xiier), (X', (p} : X' — X;)ies) dos productos de
{X}icr- Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

x 25 x 4 x
pi\lp;/pi
X

Tenemos el morfismo 1x : X — X y los morfismos «, 3 que son
unicos tales que a8 : X — X, entonces a3 = 1x. Por otro lado tenemos
el siguiente diagrama conmutativo:

x -~ x Lox

i N\ o D
X;

y por lo tanto, por unicidad y conmutatividad del diagrama, obten-
emos que fa = 1x..[]

1.29 Definicién. Sea C una categoria, X € C, {X,};c; una familia
de objetos de C y u,; un morfismo en C Vi € I. Un coproducto de {X;}icr
es una pareja (X, (u; : X; — X);er) que satisface la siguiente propiedad
universal: Para cada pareja (X', (u; : X — X');es) existe un unico
morfismo « : X — X’ tal que el siguiente diagrama conmuta:

x 2y

1 ™\ o
Xi
Se dice que una categoria tiene coproducto si cada familia de objetos
de C tiene producto.

Como sucede con el producto, no toda categoria tiene coproducto,
pero si lo tiene, este es tinico salvo isomorfismo.
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1.30 Proposicién. Si C es una categoria con coproducto, entonces
los productos de una familia de objetos son isomorfos.

Demostracién. Sea { X, };c; una familia de objetos en C y sean (X, (u; :
Xi — X)ier) y (X', (1 X; — X');er) dos coproductos de {X;}ier.
Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo:
x 4 x5 X
o N T S
Xi
Tenemos el morfismo 1y : X — X y los morfismos «, 5 que son
unicos tales que a8 : X — X, entonces a3 = 1x. Por otro lado tenemos
el siguiente diagrama conmutativo:
x % x L ox
N
Xi
y por lo tanto, por unicidad y conmutatividad del diagrama, obten-
emos que Sa = 1x,.0

A los morfismos p; en el producto se les llama proyecciones y a los
morfismos p,; en el coproducto se les llama inyecciones. Ahora definimos
lo que es el producto y el coproducto fibrado.

1.31 Definicién|[Ll, p78]. Sean f: X — Ay g:Y — A morfis-
mos en una categoria C. El producto fibrado de (f, g) es una pareja de
morfismos ¢ : B — X,v: B — Y con f¢ = gytalque,si¢r: C' — X
y ! : C'— Y son tales que f¢/ = g/, entonces existe un tnico morfismo
h:C — B tal que ¢/ = ¢h y v/ = ~vh.

C
\‘h
B -2 X
o' LS
y 4,

Denotamos con (B, (¢,7)) o simplemente con B =Y A X el producto
fibrado de (f, g).
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1.32 Definicién[Ll, p78]. Sean f : A — X y g: A — Y mor-
fismos en una categoria C. El coproducto fibrado de (f,g) es una pare-
ja de morfismos ¢ : X — B,y : Y — B con ¢f = g tal que, si
¢r: X — Cyrr:Y — C son tales que ¢/f = /g, entonces existe una
unica h : B — (' tal que ¢/ = ho¢ y v/ = hr.

C
A
B <
T Tf
y &

Denotamos con (B, (¢,7)), o simplemente con B =Y V X al producto
fibrado de (f, g).

1.33 Definicién. Sea C una categorfa con niicleos y conticleos y sea
f: X — Y un morfismo en C. Definimos
(i) la Imagen de f es im(f) = ker(coker(f)) y
(ii) la coimagen de f como coim(f) = coker(ker(f))

1.34 Definicién. Sea A una categoria. Se dice que A es abeliana si

satisface los siguientes axiomas:

(i) A tiene objeto cero.

(ii) Para toda pareja de objetos en A existe un producto y un

coproducto.

(iii) Todo morfismo en A tiene micleo y contcleo.

(iv) Todo monomorfismo es niicleo de un morfismo y todo epimor-
fismo es comiicleo de un morfismo.

Al tener que A es una categoria abeliana sabemos que la estructura de
dicha categoria se comporta de forma andloga a la de un grupo abeliano.
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1.35 Teorema[PF p.36]. Si A es una categoria abeliana entonces el
nicleo y el conicleo son funciones inversas.

Demostracién. Sea (X' — X) un monomorfismo. Por el axioma
(iv) (X' — X) es el nicleo de algtin morfismo (X — Y'). Sea (X —
F) el conticleo de (X' — X)) y sea (K — X) el nicleo de (X — F).
Aplicaremos la definicién de niicleo y conticleo varias veces y en cada paso
debemos verificar que cierta composicién es el morfismo cero.

Primero notemos que X’ — X — F = 0 y existe un morfismo
F'— Y tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

ker(X —Y) = X' F = coker(X' — X)
N\ /
X !
/! N\
ker(X — F) = K Y

X" — X — F = 0; entonces existe un morfismo (X’ — K) tal
que el siguiente diagrama conmuta:

X'\
| X
K

K — X — Y = 0; por lo que tenemos que existe un morfismo
K — X' tal que el siguiente diagrama conmuta:

X'\
1 X
K 7

Entonces los subobjetos representados por X' — X'y K — X
estdn contenidos unos en los otros y por lo tanto son isomorfos. (X' —
X) es el nicleo de (X — F). Por lo tanto ker(coker) = Id. Dualmente
coker(ker) = Id.OJ
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1.36 Teorema [PF p.36]. Sea A una categoria abeliana. Si un mor-
fismo es epimorfismo y monomorfismo entonces es isomorfismo.

Demostracién. Sea « : X — Y monomorfismo y epimorfismo. El
contdcleode cvesp:Y — 0e ld:Y — Y es nicleo de Y — 0. Por
el teorema 1.35 X — Y es también nicleo de X — 0. Como el niicleo
es Unico salvo isomorfismo tenemos que X, Y son isomorfos. Por lo tanto
existe un morfismo 5, : Y — X tal que a0 8, = Id.

Por otro lado 0 — X es nicleo de X —— Y y tanto X — Y como

X ELN X son conticleos de 0 — X. Por lo tanto existe un morfismo
By Y — X tal que B, 0 a« = Id. Entonces « es isomorfismo.[]
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Parte 11
Complejos simpliciales y homologia

simplicial.

La topologia algebraica es la rama de la matemética que utiliza
objetos algebraicos para estudiar estructuras topolégicas. Analysis Situs
(1895) es la obra en la que Poincaré describe la posicién relativa entre
objetos como puntos, lineas y superficies. Esta obra fue el nacimiento de
la topologfa algebraica.

En Analysis Situs Poincaré es el primero en asociar como invariantes
a variedades, objetos topoldgicos y no nimeros (como se usaba antes, por
ejemplo los nimeros de Betti), esto lo logré a través de lo que definié
como homologia y lo que aun se conoce como grupo fundamental. En
un inicio Poincaré utilizé el concepto de homologia como una conexién
entre subvariedades V; de una variedad W para obtener informacién so-
bre la conectividad de la variedad W. Para lograr esto se consideré una
combinacién lineal entre las subvariedades V;, sin embargo no siguié de-
sarrollando la estructura de grupo que se genera de la combinacién lineal.
Esta estructura de grupo es la que se continué desarrollando y evolucioné
hasta entender la homologia como un funtor de el espacio topolégico a
la categoria de A-mdédulos, en particular consideraremos los Z-mdédulos o
grupos abelianos. [Di. p18]

W. Mayer, H. Kiinneth, L. Vietoris, H. Hopf, S. Lefshchetz y otros
sucesores de Poincaré, trataron las variedades desde un enfoque distinto,
lo que hicieron fue encerrar el espacio que se quiere analizar en poliedros
cuando esto era posible. A la red de poliedros que cubre el espacio topoldgi-
co X se le llamo triangulacién del espacio X. Hasta 1925 se consideré tini-
camente la homologia de complejos. Los complejos son una pareja (X, T),
en la que X es un espacio compacto y 1" una triangulacién de X. En este
capitulo defino formalmente lo que es una triangulacién y desarrollo de
ella los complejos de cadena. Los complejos de cadena son una estruc-
tura algebraica que se construye de la triangulacién de un espacio. A los
elementos con los que se triangula el espacio se les denomina celdas.
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Recordemos que uno de los objetivos de esta tesis es entender el es-
pacio topoldgico X sobre el que se distribuye un conjunto de datos S
finito, asi que los datos serdn la guia para construir una triangulacién
que dé informacion del espacio topolégico sobre el que se supone estan
muestreados los datos.

Al definir un objeto matematico se busca definir relaciones entre los
distintos objetos que se consideran. En los complejos de cadena se cons-
truyen morfismos, denominados operadores frontera, que relacionan poli-
edros de distintas dimensiones de la triangulacién. Para que estos morfis-
mos estén bien definidos las triangulaciones deben seguir ciertas reglas,
entre ellas se pide que los bordes de los objetos, con los que se hard la
red que triangulard el espacio, estén bien ordenados, es decir que la in-
terseccion de dos celdas sea a su vez un elemento de la triangulacién pero
de una dimensién menor. En el libro Topology (1930), Lefschetz define
triangulacién y la estructura que se obtiene de ella, a esta estructura le
llama complejo simplicial. [Di. p3§]
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I1.1 Cadenas de complejos

2.1 Definicién. Sea Vi un conjunto de vértices. Un n-simplejo es
una n-tupla (v1vs...v,) de elementos del conjunto de vértices.

Notemos que la definicién 2.1 concuerda con la idea intuitiva que se
describe al inicio de este capitulo, ya que un 0-simplejo orientado es un
subconjunto que consta de un elemento; es decir, un punto. Un 1-simplejo
orientado es un subconjunto de Vi que consta de dos elementos en los que
el orden nos importa, al conjunto de dos elementos lo denotamos (v;, v;),
con v;,v; € V.

Diremos que un espacio se puede dividir en simplejos si se cumplen
las siguientes condiciones:

(i) Cada punto del espacio pertenece al menos a un simplejo.

(ii) Cada punto del espacio pertenece a una cantidad finita de sim-
plejos.

(iii) Dos simplejos distintos (salvo orientacién) tienen, o ningin
punto en comin, o un simplejo de dimensién menor en comun.

Cuando podemos dividir un espacio en simplejos, es decir, cuando se
puede triangular el espacio, podemos formar en el un complejo simplicial.

2.2 Definicién. Un complejo simplicial K consiste de un conjunto
no vacio de vértices Vi y un conjunto de simplejos Sk tales que:

(i) Todo vértice de K es un simplejo. (es decir Sk contiene todos
los 0-simplejos de Vi ).

(ii) Todo subconjunto no vacio de un simplejo es un simplejo. (es
decir, si s € Sk y § C s es no vacio, entonces s € Sk).

Si tenemos s € Sk y 5 C s diremos que s es una cara de s.
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La siguiente figura es un ejemplo de un complejo simplicial.

) 4

Figura 1.1: Complejo simplicial con: 14 vértices (0-simplejos), 17
aristas (1-simplejos), 7 tridngulos (2-simplejos), 1 tetraedro
(3-simplejo).

2.3 Definicién [WK]. Un complejo simplicial abstracto K es una
coleccién finita de simplejos en los que la cara de cada simplejo o € K es
también un simplejo en .

Ya que los elementos del complejo simplicial son las caras de un sim-
plejo y a su vez son simplejos, la definicién 2.3 generaliza el concepto de
complejo simplicial. La idea es la misma que en la definicién 2.2, pero en
este caso las caras de simplejos son elementos de K abstractos.

2.4 Definicién[GM]. Dado n > 0, el n-simplejo topoldgico es el
subespacio

A" ={(to, tr, .- 1) €R™ D #; =1,4; > 0¥} C R™

Notemos que todo punto (tg,t1,...t,) € A" puede verse como una
funcién:
oV, — 1

tal que > a(v;) = 1, donde v; son los vértices del simplejo topoldgico

K.
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2.5 Definiciéon[GM]. Sea K un complejo simplicial. Definimos al
poliedro |K| del complejo K, como el conjunto de funciones a : Vj, — I
, tales que:

(i) {v]|a(v) # 0} es un simplejo en K.
(i) Y,ey, alv) = 1.
Ademsds definimos una distancia para el conjunto |K| de la siguiente
forma:

A, ) = /Y (a(v) — Bv))?

y asi |[K|q es un espacio métrico.

2.6 Definicién[GM]. Sea ¢ un simplejo. Definimos |o| C |K| como

lo| = {a € |K] tales que a(v) =0 Vv ¢ |o|}

Notemos que si dim(o) = n, entonces |o| estd en bijeccién con A",
pues una funcién « que se anula fuera de o puede ser vista como una
(n+1)-tupla (t1,tq,...,t,) € A" Ademds con d podemos inducir una
topologfa en |o|4.(que es homeomorfo a A™). A la topologfa de |o| inducida
por la métrica d la denotamos |o|g.

Utilizando la definicién 2.4 y la métrica d en A" le damos a |K| la
topologia siguiente:
(i) A C |K]| es abierto si, y sélo si, AN |o|4 es abierto en |o|q4.
(ii) A C |K| es cerrado si, y solo si, AN |o|4 es cerrado en |o]g.

Denotaremos con || a este espacio topolégico y lo llamaremos poliedro
de .

2.7 Proposicién[DW]. Sea K un complejo simplicial. Entonces K se
puede particionar en subcomplejos K1, Ko, ..., K, ajenos dos a dos, tales
que sus poliedros son las componentes conexas del poliedro |K| de K.

Demostracion. Sean A;, A,, ..., A, las componentes conexos del poliedro
de Ky sea IC; la coleccién de todos los simplejos o de K tales que |o| C A,;.
Si o € K; entonces también las caras del simplejo o pertenecen a K;. Por
lo tanto, ICy, KCs, . .., K, son subcomplejos de K.
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Las componentes conexas Aj, As, ..., A, de |K]| son disjuntas dos a
dos, entonces los subcomplejos Ky, Ko, . . ., KC, son ajenos dos a dos. Ademds,
como todo conexo en un espacio topolégico estd contenido en un compo-
nente conexo, si 0 € K = |o| € K para algin j., pues o es conexo.
Por lo tanto o € K;.

Entonces K =K, UK U... UK, y K] = || U] U... UK, |O

2.8 Proposicién. El poliedro || de un complejo simplicial I es un
espacio topoldgico conexo si y sélo si, cualesquiera dos vértices de K se
pueden conectar por un camino de fronteras.

Demostraciéon. Si dos vértices de K se pueden conectar por un
numero finito de segmentos entonces || es conexo.

Debemos demostrar que si |K| es conexo, entonces cualesquiera dos
vértices de KC se pueden unir por un camino de fronteras.

Sea vy un vértice de I, basta demostrar que todo vértice de K puede
unirse a vy por fronteras. Sea

Ko = {0 € K| los vértices de o se conectan a vy por fronteras}

Si 0 € Ky, todo vértice de o puede unirse a vy por un camino de
fronteras, entonces toda cara de o es elemento de Ky. Por lo tanto Ky es
un subcomplejo de K.

Sea K1 = {v € Vi| v ¢ Ky}. Ky es subcomplejo de K, entonces
K=KoUK;yKoNK; =@. Ademss |[K| = |ICo| UKy y |[K1|NKs| = 2.
Pero los poliedros |KCo|, |K1| de Ko, K1 son subconjuntos cerrados de ||,
por lo tanto, por conexidad de |K|, |[Ko| =D o |[K1| = 0 = K| = 2,
pues vy € |Kol.

Por lo tanto Ky = K.

2.9 Definicién. Sea K un complejo simplicial y X un espacio topoldgi-
co.

Decimos que X es triangulable si existe un un homeomorfismo f :
|| — X. Ademés llamamos a la pareja (IC, f) una triangulacion de X.

De ahora en adelante denotaremos con A a un anillo conmutativo con
1. Para trabajar algebraicamente con los complejos simpliciales generamos
un A-mdédulo con los ¢g-simplejos como base para un ¢ fijo.
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2.10 Definicién. Sea K un complejo simplicial abstracto y (IC, f)
una triangulacién del espacié X. Denotaremos por C,,(X, K) al A-médulo
libre generado por los n-simplejos de K.

Dado el conjunto Si de n-simplejos, por definicién de A-mdédulo libre
generado tenemos que C,,(X,K) = {f : Sg — A| f(o) # 0 para un
nimero finito de o € SE}. Cuando no haya confusién lo denotaremos
como C,(X).

Por definicién de médulo generado por un conjunto podemos ver a
los elementos del A-médulo libre como sumas formales, es decir: Si x €
C,(X), entonces © = > 1o, = > f(o)o enlas que r; € A, 0, € Ky 0
un n-simplejo. En este caso:

(i) si f,g € Ch(X), la suma estd definida
como (f + g)(o) = f(o) + g(o) con o € SE,
(ii) el inverso de un f € C,,(X) es (—f)(o) = —(f(0))
(iii) parar € A, f € C,(X) se define (rf) € C,(X)
como (rf)(o) =r(f(0)), Vo € S}t.

Ademas el conjunto {J, : o € Sit} es una base para C,,(X), en la que:

1 siz=o0
5‘7(:6){ 0 six#o
Notemos que si tomamos A = Z obtenemos que C,, (X, K) es un grupo
abeliano libre.
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2.11 Ejemplo. Para triangular el circulo utilizamos que es homeo-
morfo a un rectdngulo Sean (/Cy, f), (Ksq, ) dos triangulaciones del circulo
en R? (figuras 1.2a y 1.2b) y sea A = Z.

d D c

(Figura 1.2a) Triangulacién 1 (Figura 1.2b) Triangulacién
de S. 2de S.

Notemos que podemos elegir las orientaciones de los simplejos y seguire-
mos teniendo un complejo simplicial, sin embargo una vez que elegimos
una orientacién, esta debe quedarse fija.

En la triangulacién K (figura 1.2a) obtenemos los siguientes Z-mdédulos:
(i) C,(S,K1) =0 para todo ¢ =2,....

(i) C1(S,Ky) = éz
(i) Co(S, k) = éz.
En la triangulacién IC; (figura 1.2b) obtenemos los siguientes Z-moédulos:
(i) C,(S,K2) =0 para todo ¢ =2,....
(il) C1(9) = Zéng

9

(i) Co(5) = D2

1=
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Observemos en el ejemplo 2.11 que la triangulacién de X no es tnica
y que dos triangulaciones (K1, f), (K2, g) distintas no generan el mismo
Z-moédulo. Por lo tanto, los Z-mdédulos generados por Ky, Ks no son in-
variantes del espacio topolégico X.

2.12 Definicién. Sean (K, f) una triangulacién de X y K, los ¢-
simplejos de K. El operador frontera 0, : K, — K,_1 se define para cada
elemento o = (vg, vy, ..., v,) € K, como:

q

0,(0) = S (=1) (Vg, V1, oy Dy vy V)

=0

donde (vg, vy, ..., 0;, ..., v,) denota el (¢ — 1)-simplejo obtenido de las
caras de (vg, vy, ..., v,) al remover el i-ésimo vértice.

Por ejemplo, consideremos un 2-simplejo (vg, v1,v2) € Ko, entonces
a2 <U07U17U2> == <U0,U1> - <U07U2> + <U17 U2> .

Al generar los A-médulos Cy (S5, K), en donde S es el conjunto de
vértices, con los elementos de K, como base se extiende la definicién 2.12
linealmente y se obtienen morfismos 0, : Cy(S,K) — C,—1(S,K). Es
decir, si 05,05 € Cy)(S,K) yr € A = 0,(ro; + 0;) = 10,(0;) + 0y(0;)

2.13 Definicién[Ll]. Sea {C),},cz una familia de A-médulos y {0, :
Cy, — Cp_1}nez una familia de morfismos de A-mdédulos tales que 0, o
On—1 = 0. Llamaremos complejo de cadenas sobre A a la pareja C' =
{Cy, 0, } vy lo escribimos

8n—l

On+1 1)
c: ... — 1 RN s Ol —

Dicho de otra manera , un complejo de cadenas es una sucesiéon semi-
exacta descendente con indices en Z.



32

2.14 Proposicién. La coleccion de A-médulos {C, (X, )} ez v los
operadores frontera {0, },cz, definidos como

| Co(X,K) sineNU{0}
O, sineN

(i) 8”{ 0 singN
forman un complejo de cadenas.

Demostracién.[WK] Al ser C,,(X, K) el médulo libre generado por
K., basta ver que para un n-simplejo

o = (Vg, V1, ..., V) € Ky

se cumple que 9,00, _1(0) = 0 paran € N. Aplicando el operador frontera
a un n-simplejo obtenemos una suma de (n — 1)-simplejos.

Lo que queremos demostrar es que al aplicar el operador frontera a
esta suma los (n — 2)-simplejos se cancelan entre ellos. Denotemos por
0;,; al simplejo que obtenemos de o al remover los vértices 4, j,asi que al
aplicar 0, 0 0,,_1(0) obtenemos una suma de o; ; € K,_.

Sin pérdida de generalidad supongamos que ¢ < j. Cada o; ; se puede
obtener de o de dos formas:
(i) La primera es eliminar el vértice v; con el primer operador
frontera 0, y luego remover el vértice v;.
(ii) La segunda forma es eliminar primero el vértice v; y luego re-
mover el vértice v;.

En el primer caso, como j < i, se elimina primero el vértice v; y
nos da un término de (—1)" en el indice j — 1.Lo que obtenemos es
(=1) (Uoy -+ o iy e e ey Uy ey U

Con el primer operador frontera recorrimos los vértices mayores a j—1
una vez a la izquierda, entonces para eliminar el vértice v; la segunda vez
que aplicamos el operador frontera, tenemos que eliminar el término j—1.
Por lo tanto, al aplicar el operador frontera por segunda vez, obtenemos
un término (—1)7~*. Entonces al aplicar 9, o 9,_1(c) al el elemento o; ;
tenemos (—1)""7~1g; ; al aplicar 8, 0 9,,_1(0).
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En el segundo caso 0, elimina el vértice v; primero e introduce una
constante (—1)7 y, como ¢ < j, no recorremos el vértice v;. Por lo tanto,
al aplicar el operador frontera por segunda vez para eliminar el vértice 7
introducimos otra constante (—1)’. Asf que al aplicar 9, o 9,_1(c) obte-
nemos el término o, ; de la siguiente forma (—1)"o, ;.

Estas son las dos formas en las que podemos obtener la cara o; ; asf
que finalmente tendremos esta cara de las dos manera sumadas y esto nos
da (—1)14_]_10'7;7]' + (—1)Z+]0'i7j = 0.

Para el caso en el que n ¢ N el morfismo 0,,00,,_1(c) = 0 trivialmente.

g

2.15 Definicién. Sea C' = {C,,, J,,} un complejo de cadenas. A los e-
lementos del nicleo del morfismo 0, se les denomina n-ciclos y se denotan
con ker(0,) = Z,.

2.16 Definicién. Sea C' = {C,,,d,,} un complejo de cadenas. A los
elementos de la imagen de 0, se les denomina (n — 1)-fronteras y se
denotan con Im(9,) = B,_1.

2.17 Proposicién. Sea C' = {C,,d,} un complejo de cadenas, en-
tonces B,, C Z,.

Demostracién. Sea x € B, = Im(0,1). Existe un (n+ 1)-simplejo y
tal que 0,,4+1(y) = x. Entonces 0 = 0,,(0,41(y)) = On (), pues 0, 0 Oy 1 =
0. Por lo tanto z € ker(0,) = Z,.0

2.18 Definicién. Sean C = {C,,,0,} y D = {D,,d,} dos complejos
de cadena sobre A. Un morfismo de complejos ¢ : C — D es una familia
de morfismos (¢, : C,, — D, )nez de A-médulos tales que d, o ¢, =
©,_1 © O, para cada n € Z. Es decir, que el siguiente diagrama conmuta:

— O,

J, Pn l Pn-1

dTL
? Dn ’ Dn—l >

— —

n—1
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2.19 Proposicién. Sean C' = {C,,,0,} y D = {D,,,d,} dos complejos
de cadenas sobre A y sea f : C' — D un morfismo de complejos de
cadena. Entonces para cada n € Z:

(i)  fulker(9,)) C ker(d,)
(i) fo(Im(0,:1)) C Im(doa)

Ademis estas inclusiones inducen un morfismo f; :
dado por ﬁ(w +Im(0y41)) = fulz) + Im(dpiq).

Demostracién. Demostremos la primer contencion: Sea = € ker(9,) —
0= fo1(0n(2)) = du(fu(2)) = fu(2) € ker(dy).

Ahora demostremos la segunda contencién: Sea y € Im(d,41), en-
tonces sea z tal que y = Op1(x) conz € Cpiy = fu(y) = fu(Onsa(z)) =
dp1(for1(2)) = fuly) € Im(dnta).

Sabemos que dados ker(0d,,), ker(d,,) subgrupos normales de Im(9,,1),
Im(d, 1) respectivamente y un morfismo f, : ker(d,) — ker(d,) tal
que f,(Im(9,41)) C Im(d,41), existe un tdnico morfismo f, : %
gttt a1 que f,[g] = [£(g)] con g € 20

Im(dn+1)

ker(On) ker(dn)
Im(6n+1) Im(dn+1) ’

2.20 Definicién. Un complejo C" = {C!, 0/, } es un subcomplejo
de un complejo C' = {C,,, 0,} si existe un monomorfismo j = (J,)nez :

C'—C.
2.21 Proposicién. Los complejos de cadenas con los morfismos de
complejos forman una categoria abeliana.

Demostracién. La demostracién se hace término a término. Los A-
modulos tienen la estructura deseada y se cumple lo necesario en la defini-
cién 1.34 por la conmutatividad del morfismo entre complejos de cadena.

A la categoria de complejos de cadena la denotaremos como CC.
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I1.2 Homologfa simplicial

Cuando Poincaré comenzé a pensar en n-celdas como particiones de
un espacio topolégico compacto X se hicieron intentos para darle a la
homologfa una estructura algebraica. En 1925 E. Noether observé que las
fronteras de las n-cadenas definen un homomorfismo de Z-médulos tales
que 9, 00,_1 = 0y con esto formé un Z-mdédulo haciendo el cociente g—z ,
al que se le llam¢é médulo de homologia de H,,(X,Z), con éste se obtenia
informacién sobre invariantes del espacio sobre el que se estd trabajando.
Independientemente de E. Noether, en 1926 Vietoris también buscaba
una definicién de homologia para espacios mds generales que complejos
simpliciales y llegé a la misma definicién de homologia como el grupo

cociente H,, = %.
n

El definir la homologia como un objeto algebraico formado por el
cociente permite aplicarla, ademds de a complejos simpliciales, a com-
plejos de cadena formados por A-médulos en general. En Uber Abstrakte
Topologie (1929), Mayer, con apoyo de Vietoris, generaliz6 la definicién
de médulo de homologia. Mayer consideré la homologia para complejos

de cadena con mdédulos libres, finitamente generados sobre un anillo A.
[Di. 38-39]

En este capfitulo definimos el médulo de homologia para los complejos
de cadena que definimos en la seccién anterior y explicamos cémo éste
nos da informacién del espacio topoldgico que se triangula.

2.22 Definicién. Sea C' = {C,, 0,} un complejo de cadenas. Se
define el mddulo de homologia de grado (o dimension) n de C, H,(C)
como el cociente:

ker(0,,)
O o)

y para cada morfismo de complejos
f - (fn)nGZ O = {Cm an} — D = {Dm dn}

se define H,,(f) = fn con fn como en la proposicién 2.19.
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2.23 Definicién. Sea C' un complejo de cadenas. A la dimensién de
H,(C) se le denomina el n-ésimo nimero de Betti y se denotard como
dim(H,(C)) = 3,,.

Los nimeros de Betti fueron llamados asi por Henri Poincaré en hon-
or a Enrico Betti y su obra Sopra gli spazi di un numero qualunque di
dimensioni (1871). Intuitivamente los nimeros de Betti nos dicen cuan-
tos ciclos de dimensiéon n tenemos en el espacio topolégico sobre el que
estamos trabajando.

La definicién de mddulo de homologia de grado (o dimension) n de
C' utiliza un complejo de cadena C' = {C,,, 9,}. Por la proposicién 2.14,
dada de una triangulacién del espacio topolégico X, tenemos un complejo
de cadenas C' = {C,, 0,}. SeaC = {C,, 0,} el complejo de cadenas
generado por la triangulacién (IC, f) del espacio topolégico X. Al mddulo
de homologia de grado (o dimension) n del complejo de cadenas C' se le
denota H,(K).

2.24 Teorema. Sean (Ky, f) v (Kq, g) dos triangulaciones de un es-
pacio topolégico X. Entonces H,, (K1) = H,(Ks) paran =0,1,....

Este teorema nos dice que, si tenemos dos triangulaciones (K1, f) y
(Ka, f) de un espacio topoldgico X, la homologia de los complejos de ca-
denas generados por las triangulaciones de X es un invariante de X. A
partir de este punto (K, f) serd una triangulacién del espacio topolégico
X. En [Hi. p120] se demuestra que los grupos de homologia son un invari-
ante en poliedros y la generalizacién para objetos topoldgicos se trabajan
en el capitulo dos del mismo libro.

2.25 Proposicién[DW]. Sea K un complejo simplicial. Si K = Iy U
KoU...UK,, con K1, s, ..., K, ajenos dos a dos. Entonces
H,(K)=H,(K)® H,(K2) ® ... H,(K,)
para todo entero n.

Demostracién. Para el caso en el que n > dim(K) tenemos que
H,(K) =0.
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Sea ¢ una n-cadena de IC, entonces ¢ se puede expresar de forma tinica
como ¢ = ¢ + ¢+ ...+ ¢, donde ¢; es una n-cadena de K;. Por lo tanto,

Co(K) 20, (K1)BCh(Ky)D ... &CL(K,)

Sea z un n-ciclo de K (es decir 0,(z) = 0). Podemos expresar a z de
forma dnica como z = 21 + 23+ ... + 2, y O,(2;) = 0 Vj. Por lo tanto,

Zn(K) 27, (K1)®Z,(K2)® ... dZ,(K,)

Y andlogamente

B,(K) =B, (K1)®B,(Ke)® ... 8B, (K,)

Por lo tanto existe un isomorfismo bien definido

v Hy(Ky) @ Hy(Ko) ® ... Hy(K,) — H,(K)
([21], [22]; - - -5 [20)) — [zt 2+ + 2]

donde [z;] denota la clase de homologias de un n-ciclo de K;.0J

Un ciclo para dimensiones n = 1,2 se puede visualizar en un espacio
topoldgico como un agujero en un circulo o el espacio dentro de una esfera.
En los siguientes teoremas se analiza la homologia de dimensién 0.

2.26 Teorema. Sea I un complejo simplicial. Si || es conexo, en-
tonces Hy(K) = Z.

Demostracion. Sean vy, vs,...,v, los vértices de un complejo sim-
plicial K. Toda 0—cadena de K puede ser expresada de forma tinica como
una suma de la forma

ny (v1) + ng (ve) + ... +n, (V)

con n; € 7.
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Sea ¢ : Cy(K) — Z tal que

e(ny (1) + 2 (ve) + ...+ np(v)) =ny +ng+...0,.

Siy y z son puntos finales de una frontera de K, (01 ((y, z)) = e((z) —
(y)) =0 Por lo tanto e 09y =0 = By(K) C ker(e).

Sean uq, U1, ..., U, vértices de KL que determinan un camino por fron-
teras. Entonces

(tim) — (t0) = a@l (uj-1,u5)) € Bo(K)

Como K es conexo todo par de vértices de K, cualesquiera dos vértices
se pueden unir por un camino de frontera (Proposicién 2.12). Entonces
deducimos que (z) — (y) € Bo(K) Yy, z € Vi

Por lo tanto, si ¢ € ker(e) y ¢ = > n; (v;), tenemos que > n; = 0.
j=1 j=1
Entonces ¢ = Y n;({v;) — (v1)). Pero (v;) — (v1) € By(K), entonces
j=2
¢ € By(K). Asi tenemos que ker(e) C By(K).
De lo anterior concluimos que ker(g) = By(K).
Ademds € : Cy(K) — Z es epimorfismo y su niicleo es By(K), en-
tonces, por primer teorema de isomorfismo [L1 p25], existe un isomorfismo

Co(K)
de BE(,C) aZ.

Como 9y = 0 (por definicién), Cy(K) =Zy(K).

Por lo tanto concluimos que Hy(K) = % =~ 7.0

De este teorema y la proposicion 2.7 obtenemos el siguiente corolario.

2.27 Corolario. Sea K un complejo simplicial. Entonces

H(K)=2ZBZS...BZr veces

donde r es el nimero de componentes conexas de |K|.

Notemos que r es el 0-ésimo nimero de Betti 3.
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En la proposicién 2.28 se observa que el modulo de homologia de grado
(o dimension) n de C' es una aplicacién funtorial, esto permite trabajar
con ella utilizando las herramientas vistas en la primer parte en el capitulo
de Categorias.

2.28 Proposicién. La asignacién H, : CC — Mod, es funtorial
covariante aditiva.

Demostracién. Sean C' = {C,,, 0,},C' ={C!, o.},C" ={CV, 0}

complejos de cadenas y sean C' Lo 2, 0" morfismos de complejos

de cadenas.
Sea x + Im(0,,,) € H,(C), entonces H,(g o f)(x + Im(0,,,)) =
Gnfn(z) +Im(0), ). Entonces

(H,(9) o Ho(f))(@ + Im(0p41))
= Hy(9)(fa(z) +Im(97 1))
= gn(fn(x)) + Im(a;zl-s-l)

Ahora veamos que se comporta bien con la identidad:
Sea H,(1¢) : H,(C) — H,(C). Entonces

H,(1o)(z + Im(0;,,))
L, (z) + Im(9y,)
z+1Im(0) ,4)

—  H,(l¢) = lu, (o)

Por lo tanto tenemos que es un funtor covariante.

Veamos ahora que el funtor es aditivo:
Sean f,g € Homee(C, D) morfismos de complejos de cadena. En-
tonces

H,(f + g)(x +1m(3y,,,))
= (fn + gn)(a:) + Im(@;{+1)
= ful@) + gn(x) +Im(9),,)
= fu(@) +Im(9} ;) + gn(z) +Im(0) )
= H,(f)(z+1m(0y,,)) + Hu(g)(z +Im(;,))0
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Queremos entender que informacién obtenemos de la homologia sim-
plicial sobre los complejos de cadena al tener que sus homologias son
homomorfas. Para esto se define el concepto homotopia.

2.29 Definicién. Sean C' = {C,,, 0,} y D = {D,, d,} dos complejos
de cadenas y ¢, ¢’ : C' — D dos morfismos de cadenas. Diremos que ¢
es homotdpico a ¢’ si existe una familia de morfismos de R-médulos que
llamaremos h = {h,, : C;, — D, 1|n € Z} tales que d,,y10h,+hy,_100, =
© — ¢’ para toda n € Z en el siguiente diagrama:

C: i — G B0 G B
hn hn—l
Ol  enlle, /0 e e,
D: - — Dn+1 - Dn - Dn—l -
dn+1 dn dnfl

La familia h = {h,} se llama homotopia de cadenas, y diremos que ¢
es homotdpica a ¢'. En simbolos escribiremos h: ¢’ ~ ¢ : C' — D.

2.30 Teorema. Sean C' = {C,, 0,} y D = {D,, d,} dos complejos
de cadenas. Si ¢’ ~ ¢ : C — D entonces H,(p) = H.(¢') : H,(C) —
H.(D).

Demostracién [L11, p.87]. Sea h : ¢/ ~ ¢ la homotopia. Sea = €
H,(C), 2 € Z,(C), y p : Zu(C) — H,(C) = 249
la proyeccién en el cociente.

Entonces

tal que p(z) = x es

0n(2) = ¢ (2) = (dn1 0l + hp1 0 05)(2) = (dys1 © h)(2)

pues O, (2) = 0y 2 € Z,(C). Como (dy110hs)(2) € Bu(D), Ha()(2) =
Ho(¢')(2) = H, (tp) H,(¢') ¥n € Z. O

En el teorema 2.30 se observa que, en caso de tener morfismos ho-
motoépicos, los médulos de homologia de C' y de D son isomorfos Sin
embargo, en el ejemplo 2.31 se demuestra que el inverso de este teorema
es falso.



41

2.31 Ejemplo Sea A = Z. Sean C' = {C,,, 0,}, D = {D,, d,} com-
plejos de cadenas y ¢, ¢’ : C' — D dos morfismos de cadenas definidos
de la siguiente forma:

c: oo — 0 % w) S @ oo —
pp=01] o1l Lwy=0
Di e — 0 @y % 0 %0 —

Denotamos como (a;) al Z— moédulo generado por el elemento a;.
Definimos:

(i) C,=0parane€Z—{1,2},C; =7Z = (a1), Co =7Z = (az) y
O1(ay) = 2ay.
(i) D, =0paran € Z — {1}, Dy =Z = (t;) y d,, =0 Vn.
(iii) @1(a1) =1y ¢" = 0.
Entonces ¢, 100, =d,op, =0Vn € Z. Y al calcular las homologias
tenemos que H,(¢) = H,(0) pero ¢ ~ 0.

2.32 Ejemplo. En este ejemplo triangulamos el plano proyectivo uti-
lizando la representacién topolégica del mismo con identificaciones como
en la figura 1.3.

(4

Figura 1: (Figura 1.3) Plano Proyectivo



42

Utilizamos como anillo Z, entonces H, : CC — Mody es un funtor
covariante de la categorfa de complejos de cadena a la categoria de grupos
abelianos. Por la identificacién en la triangulacién del plano proyectivo
tenemos dos O-simplejos, un 1-simplejo y un 2-simplejo, de esto se obtiene
el siguiente complejo de cadenas:

0 — 02 — Cl — CO
gen{A, B} genfa, b, c} gen{z, y}

Ahora calculemos Hy(P) donde P es el plano proyectivo, para ello
notemos que Zy = gen{z,y}, pues Jy es el morfismo 0 (dado que no hay
objetos de menor dimensién a 0).

La imagen de los complejos es By = gen{y — =,z — y, 0}, por lo tanto

_ Zo _ gen{z,y} ~ gen{zy} ~
HO(P) o Bg — gen{y—z,x—y,0} ~ gen{y—z} T Z.

Ahora calculemos H;(P), primero calculemos Z; y B; y para ello
pensemos en todos los 1-simplejos que tenemos en el espacio triangulado:

hi<a>) = y—=
Zy=ker(0)) = Oi(<b>) = <zx—y> = Z; =gen{a+b,0}
ohi<c>) = 0

h(<A>) = a+b+c

By =Im(%) = (<B>) = a+b—c

—> B = gen{a+b+c, a+b—c}

— _ genfatb0} ~ Z
Entonces H,(P) = Genlatbreati d — 27

Por tltimo calculemos Hy(P) :

Zy = ker(0z) <= 05(A) = a+b+cy h(B) = a+b—c, tenemos que
un elemento de C(P) se vera de la forma a A+ B y al aplicar el operador
frontera a este elemento obtendremos: 0y (aA+[B) = ady(A)+[0:(B) =
ala+b+e)+pa+b—c) = (a+P)(a+b)+(a—P)c=0 <= a+=0
va— =0 <= a= =0, pues elegimos como anillo Z.

By = Im( 05) = 0, pues no tenemos simplejos de dimensién 3.

Entonces Hy(P) = g_i = 0.
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En el ejemplo 2.32 vemos como la eleccién del anillo Z influye en el
célculo de la homologia. Al elegir como anillo Z obtenemos un grupo
abeliano finito y éste se descompone en subgrupos libres y subgrupos de
torsién. Entonces, utilizando distintos anillos, obtendremos médulos de
homologfa distintos.
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Parte 111
Filtraciones

Las filtraciones son un método para construir complejos de cadenas a
partir de un conjunto de datos S. El conjunto de datos S es el que se quiere
analizar y obtener de ellos informacion acerca del espacio topoldgico sobre
el que se supone que estdn muestreados.

En este capitulo se estudia la construccién de complejos simpliciales
utilizando datos y justificamos el porqué este complejo es 1til utilizando el
Teorema de Nervio, también llamado Teorema de Cech, que se demuestra
en [Bj]. Otra forma de crear un complejo a partir de los datos es utilizando
complejos de Vietoris-Rips.

Los complejos de Cech reciben este nombre por Eduard Cech, aunque
también fueron desarrollados independientemente por Pavel Aleksandrov.
Por otro lado, los complejos de Rips, también llamados complejos Vietoris-
Rips, fueron construidos por Leopold Vietoris en Uber den héheren Zus-
sammenhang kompacter Riume und eine Klasse von zusammenhangstreuen
Abbildungen(1927) intentando extender el concepto de homologia simpli-
cial y redescubiertos por Eliyahu Rips en los anos ochenta del siglo pasado,
quién los utilizé para el estudio de grupos hiperbdlicos.

El resto de este capitulo supondremos que tenemos una cantidad finita
de datos S C R". Ademds supondremos que los datos S estdn en un
espacio topoldgico X, incluido en un espacio euclidiano Y.
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I11.1 Complejos de Cech.

3.1 Definicién. Sea Y un espacio euclidiano, X C Y un espacio
topolégico y S un conjunto de datos. Una cubierta abierta U = {U;}ier
es una coleccién de abiertos U; C X tales que S C U;U;.

3.2 Definicién. Seald = {U,};c; una cubierta abierta de S . El nervio
N C P(I) de U es tal que:
(i) @eN
(ii) SinN;esU; # @ para J C I, entonces J € N.

La cubierta de S no es tnica, sin embargo habrd cubiertas cuyos
nervios nos son mds utiles, pues de ellas se obtiene mejor informacién
del espacio topolégico X. Para obtener informacién del espacio topolégi-
co X se utilizan complejos simpliciales, uno de los complejos simpliciales
que se utiliza es el complejo de Cech.

3.3 Definicién. Sea X un espacio topolégico incluidoen Y C R” y sea
B.(z) ={y € Y|d(x,y) < e, x € S} labola abierta de radio ¢ centrada en
x € S. Dado S C Y un conjunto de puntos y U. = {B.(z)|x € S, € € R}
una cubierta abierta de S, el complejo de Cech, denotado C.(S5), es el
nervio de la cubierta U..

3.4 Proposicién. El complejo de Cech es un complejo simplicial.

Demostracién. Sea S = {z;}M, C Y un conjunto finito de datos,
U. = {B.(x)] z € S, ¢ € R} una cubierta abierta de S, N el nervio de
la cubierta U, y € € R. Si 0 = (21, ),y € N, entonces () B(z;) #

xTi€0

@ = Sic esel n—|J| simplejo al que se le quitan los elementos {z;} e,
VJel, (| Bx;) # @, entonces V J € [ ¢ € N. Por lo tanto las caras

T, €0
de o son elementos en N.[]

Veamos con un ejemplo como se construye a partir de un conjunto de
datos S un complejo de Cech con un radio r.
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3.5 Ejemplo. Supongamos que tenemos un conjunto de datos S en
R2.Para cada x € S tenemos una bola de radio r centrada en .

(0

(Figura 3.5.1) Conjunto de (Figura 3.5.2) Cubriente de los
datos S datos S

Al tener una interseccién de dos elementos existe un simplejo de di-
mensién 1 (figura 3.5.3). Cuando 3 bolas se intersectan se construyen los
2-simplejos (figura 3.5.4).

(o (1
‘.\.@3 @9

(Figura 3.5.3) 1-simplejos (Figura 3.5.4) 1y 2-simplejos
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El nervio N de la cubierta U, = {B.(v;)| v; € S, 7 € R} es el
conjunto de simplejos que se construyen de las intersecciones, este nervio
es el complejo de Cech.

Notemos que al agregar los simplejos de dimensién 2, todos los sim-
plejos de dimensién 1 siguen siendo parte del conjunto en el nervio N,
por lo que efectivamente las caras de simplejos son también simplejos.
El complejo de Cech es el que nos queda en la figura 3.5.4. Tenemos 8
0-simplejos, 5 1-simplejos y 1 2-simplejo.

La cadena de complejos a la que aplicaremos la homologfa simplicial.se
construye utilizando los simplejos de NV de dimensiones n = 1, ..., n como
generadores de los C),.

En el ejemplo 3.5 obtenemos un complejo con 4 componentes conexas
y un ciclo. Por lo tanto, por el corolario 2.27, Hy(X) = Z* , y al no tener
ciclos H;(X)=0Vi=1,...

Notemos que si el radio 7 en el ejemplo 3.5 fuera menor, la tnica
interseccién de tres bolas desapareceria, por lo tanto no tendriamos el 2-
simplejo y tendrfamos un ciclo de dimensién 1, por lo que las homologias
serian:

En el ejemplo 3.6 el radio ry serd mayor al radio r del ejemplo 3.5.
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3.6 Ejemplo. Consideremos un conjunto de datos S = {v; };en, como
en conjunto S en el ejemplo 3.5 y una cubierta U,, = {B,,(v;)| v; €
S, ro € R} con rg > r.

(Figura 3.6.1) B,,(v;) de los
datos S.

Notemos que {v;} € C,,(S) Yv; € S, pues v; € By, (v;) Vj.
Si B,y (vj) N Byy(vi) # @ = {vj,v;} € C,y(S). Por lo tanto los 1-
simplejos {v;, v;} se construyen al tener intersecciones de dos bolas (figura

3.6.2). Andlogamente los 2-simplejos se construyen de intersecciones entre
tres bolas (figura 3.6.3).

(Figura 3.6.2) 1-Simplejos (Figura 3.6.3) 2-simplejos

En este ejemplo hay 8 0-simplejos, 11 1-simplejos y 3 2-simplejos.
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En los ejemplos 3.5 y 3.6 se generan dos complejos de Cech distintos
con r < ro.(figuras 3.6.4 y 3.6.5).

(Figura 3.6.4) Complejo de (Figura 3.6.5) Complejo de
Cech utilizando radio r Cech utilizando radio rq

Notemos que el complejo simplicial generado por la cubierta U, esta
contenido en el complejo generado por la cubierta abierta U, . Es decir, los
elementos del nervio de la cubierta U, son elementos del nervio generado
por la cubierta U,, .

En el complejo generado por la cubierta abierta U, se tienen 4 compo-
nentes conexas y en el complejo generado por la cubierta abierta U, hay
lUnicamente una componente conexa. También notemos que en el primer
complejo simplicial (Figura 3.6.4) no hay ciclos de dimensién 1 y en el se-
gundo complejo simplicial (Figura 3.6.5) si tenemos un ciclo de dimensién
1.

Al comparar los complejos simpliciales generados por las cubiertas U,
y U, se observa que al tener radios distintos las caracteristicas de los com-
plejos simpliciales que generamos son distintas, estas caracteristicas se ven
reflejadas en el complejo de cadenas generado por cada complejo simpli-
cial y en sus homologias. Esto es fundamental para comprender porqué se
utiliza el concepto de filtracién para aplicar la homologia persistente. La
homologfa persistente nos dird que caracteristicas persisten al tener ra-
dios distintos; es decir, que caracteristicas aparecen y que caracteristicas
desaparecen.
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3.7 Teorema (Teorema de Cech). Sea U/ una cubierta de un espa-
cio topoldgico compacto X tal que la interseccién de una cantidad finita
de conjuntos de U es contraible y distinta del vacio, entonces X es ho-
motépicamente equivalente al nervio N de U.

Notemos que en la construccién del complejo de Cech se utilizan bolas
abiertas, estas son conexas y contraibles. Por lo tanto, por el teorema
3.7, podemos asegurar que al tener una cubierta abierta del espacio X,
podemos utilizar el nervio de esta para hacer una aproximacién al espacio
topolégico usando una cubierta con los datos de S como vértices. Ademas
notemos que Cy(S) = &, pues no tenemos ninguna bola que intersecte
y que Cy es un simplejo de dimensién (S| — 1), pues todas las bolas se
intersectan.

El conjunto S y la eleccién del radio r determinan un complejo de
cadenas de forma tnica. El objetivo de esta tesis es estudiar el espacio
topoldgico sobre el que se supone que se toma la muestra de datos S, por
lo tanto buscamos que la eleccién del radio r no influya en este andlisis.
El capitulo de filtraciones (I11.4) da la estructura necesaria para que no
se deba elegir un radio r para estudiar la topologia de los datos S.
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ITI.2 Complejos de Vietoris-Rips.

Al construir el complejo de Cech observamos que al analizar intersec-
ciones de i bolas coni = 1,...|S|, y hacer esto para cada bola, la construc-
cién es computacionalmente muy cara. En la construccion de complejos
de Rips no se analiza la interseccién de cada bola ¢ con las demds, por
lo tanto el cémputo es menos complicado y computacionalmente menos
caro.

Los complejos de Rips no parten de una cubierta del espacio topolégi-
co, estos se construyen creando una grafica con los datos S. A pesar de
ser un algoritmo mads sencillo, en el complejo de Rips se generan mads
simplejos que los simplejos generados en el complejo de Cech.

3.8 Definicién [Z]. Sea S = {v;}i=1,.» C Y y € € R, llamaremos a
G. = (S, E.) la gréfica de e-vecindades en S, donde

E. = {{v,u}ld(v,u) <e,v#u € S}

3.9 Definicién. Sea G. = (5, E.) la gréfica de e-vecindades en S. Se
denomina cliqué de una grdfica al subconjunto de vértices que induce una
grafica completa. Un cliqué se denomina maximal si no se pueden agregar
elementos a la gréfica.

3.10 Definicién. Se denomina complejo de cliqué, al complejo sim-
plicial cuyos simplejos son los cliqués maximales de la gréfica. Al com-
plejo de cliqué de la grafica de e-vecindades se le denomina complejo de
Vietoris-Rips y se denota R.(S).

Lo que estamos haciendo en la gréfica de vecindades es conectar dos
puntos que estén més cercanos que ¢. Los simplejos se generan utilizando
los cliqués maximales de la gréfica.

3.11 Proposicién. El complejo de Vietoris-Rips es un complejo sim-
plicial.

Demostracién. Sean € € Ry R.(5) el complejo de Vietoris-Rips. Sea
o € R.(S), entonces o es vértice en la grafica completa de e-vecindades.
Como este complejo es el que tiene los cliqués maximales, la cara de o es
también elemento del cliqué maximal. Por lo tanto la cara de o es también

elemento de R.(S).00
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3.12 Ejemplo. Sea S C R? un conjunto de datos {v;}i=1,. n..Los

.....

vértices {v;} son el centro de bolas de radio rg, con estas bolas obtenemos
las rg-vecindades en S (Figura 3.6.6)

C

(Figura 3.6.5) Conjunto de (Figura 3.6.6) B,,(v;) de los
datos S. datos S.

Con las ro-vecindades construimos el cliqué maximal (Figuras 3.6.6 y
3.6.7).

O

(Figura 3.6.6) 1-simplejos (Figura 3.6.7) 1y 2 simplejos.
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Notemos que al no tener interseccién entre las tres vecindades de los
puntos de la izquierda, si construimos un complejo de Cech con este radio,
no se genera un 2 simplejo. Al construir el complejo de Vietoris-Rips
completamos la gréafica de las r-vecindades de S' y obtenemos un complejo
de dimensién 2 que no se obtiene en el complejo de Cech.

En este ejemplo tenemos 8 0-simplejos, que son los vértices, 6 1-
simplejos que es cuando unimos dos vértices que se intersecten para tener
cliqués maximales y tenemos 1 2-simplejo, pues al unir los vértices ten-
emos un cliqué maximal formado por tres 1-complejos que estédn lo sufi-
cientemente cerca. La estructura que obtenemos finalmente formada por
los complejos es la siguiente (Figura 3.6.8):

\

<
y

(Figura3.6.8) Complejos de Rips.
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Los complejos de Cech y de Rips son los que estudiaremos para enten-
der la topologia sobre la que se encuentran los datos S. Para utilizar el
complejo de Vietoris-Rips que es computacionalmente més réapido, debe-
mos ver que este efectivamente nos proporciona informacién de nuestro
espacio topoldgico X. Gracias al Teorema de Cech podemos aproximar
por el complejo de Cech el espacio topolégico X utilizando una cubierta
con los datos. Lo que haremos a continuacién es comparar los comple-
jos de Cech y de Vietoris-Rips para justificar el porqué podemos utilizar
también el complejo de Vietoris-Rips.

3.13 Lema. Para un conjunto finito S C R" y para todo ¢ > 0,
tenemos que C:(S) C R.(S) C C(95).

Demostracién.[CHO] Sea o = (vg, v) un k-simplejo arbitrario de
Ce (9).

Las bolas de radio 5 centradas en el vértice v; € R™ tienen una intersec-
ci6n comuin en R™ (por definicién de complejo de Cech). Sea p un punto en
la interseccién, entonces V0 < i, j < k, |lv; — v;|| < ||v; —pl| + |lp — v;]] <
% —¢. Por lo tanto geR.(S).

Sea o = (v, vx) € Re(S) un k-simplejo arbitrario, entonces
lvo —vi]| <eVi=0,...k = vy € B(v;)

Por lo tanto todas las bolas centradas en los vértices v; tienen inter-
seccion distinta del vacio en R™.

Por lo tanto o = (v, vx) € C:(S5).

Entonces tenemos las inclusiones de C:(S) C R.(S) y de R.(S) C
C-(S), que a su vez son monomorfismos de complejos.

De esto se concluye que C(S) C R.(S) C C.(S) O

El Lema 3.13 muestra que se pueden acotar complejos de Vietoris-Rips
con complejos de Cech, es decir que al tener caracteristicas topoldgicas
en un complejo de Cech que se mantengan al aumentar el radio, también
los complejos de Rips reflejaran esta caracteristica. Andlogamente, si hay
caracterfsticas que aparecen o desaparecen para algin ¢ en el complejo de
Cech, existe un ¢, tal que el complejo Rips también de esta informacién.
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3.14 Corolario. Para un conjunto finito S C R" y para todo € > 0,
tenemos que R.(S) C C.(S) C Ra(5).

El Corolario 3.14 muestra que existe una aproximaciéon de complejos
de Vietoris-Rips a complejos de Cech. Aunque esta aproximacién no sea
idéntica es ttil, pues al calcular los complejos para distintos radios lo
que nos interesa es ver cémo va cambiando la topologia. Gracias a este
Lema podemos ver que si tenemos una inclusién R., — 2., tenemos una
propiedad topolégica de un complejo de Cech C, cuando 2 < £t

0
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1I1.3 Filtraciones.

Hemos construido complejos de un conjunto de datos S C R”, sin
embargo el complejo que construyamos dependera del £ que elijamos. El
¢ que elegimos influye en la estructura de los datos que obtenemos, esto
vuelve el andlisis para un ¢ fijo muy subjetivo.

Para resolver la subjetividad al elegir ¢, lo que se hace es ir hacien-
do crecer €. Sabemos que para un g < £; tenemos una inclusiéon de los
complejos simpliciales que se generan (es decir, K., — K., ), entonces
podemos hacer crecer ¢ y estudiar cémo cambia la topologfa con los com-
plejos que se generan para distintos radios. De esta forma se analiza la
evolucién de la topologfa y no se considera un ¢ fijo.

Para tener una idea clara de lo que sucede con los radios y con los com-
plejos utilizamos el complejo de Cech. Para estudiar c6mo van cambiando
las caracteristicas de la topologfa se define el concepto de homologia per-
sistente que se describe en la siguiente parte de la tesis. Por el momento
estudiamos los objetos de los que se construyen las homologias para el
analisis topolégico de datos.

3.15 Definicién. Dado un complejo simplicial abstracto K, una fil-
tracién es un conjunto ordenado de subcomplejos de K; de K con ¢ € I,
e I un conjunto de indices totalmente ordenado, tal que si 7 < j entonces
K; C K;. El orden total de todos los subcomplejos se llama filtro.

Dado un conjunto de datos S = {v; };—1._» , se tiene un nimero finito
de intersecciones entre bolas de radio r centradas en los vértices v;. Por lo
tanto tendremos un nimero finito de simplejos que generan los A-médulos
del complejo de cadenas. Al aplicarle la homologia al complejo de cadenas
que se obtiene de los datos obtendremos las caracteristicas de la topologia
sobre la que se encuentran los datos. En cada nivel de la filtracién 7 € T
pueden aparecer o desaparecer ciclos. Ademds para S finito habrd una
cantidad a los méds numerable de €s para los cuales, al aumentar el radio,
existe un cambio en la homologfa simplicial del complejo de cadenas que se
genera de los datos. Entonces, si tenemos que el indice de las filtraciones
es I C R podemos utilizarlo en realidad como I C Z*. Veamos, por
ejemplo, que al analizar la homologia de grado 0 con un € muy pequeno,
existen tantas componentes conexas como elementos tenemos en S y para
un ¢ suficientemente grande existe una tnica componente conexa.



o7

Parte IV
Persistencia y homologia.

A partir de que se definié el concepto de homologia, se continud el es-
tudio de la misma y se desarrollé un concepto dual llamado cohomologia.
En las notas de J. Leray (1946) se construye por primera vez la sucesién
espectral. No definimos lo que es una secuencia espectral, pero en la con-
struccién de Leray se observan conceptos que si son relevantes para el
desarrollo de la homologia persistente. Aunque la construccién de Leray
tiene un objetivo distinto, en ella se utiliza una secuencia de submédulos
de cohomologfa para un médulo de homologia de grado n. Un ano después
J-L. Kozul utilizé la secuencia de submdédulos y definié un cociente entre
los ciclos y fronteras de operadores entre los submédulos que cumplen la
caracteristica que le pedimos a los operadores frontera de complejos de
cadenas. El cociente definido por Kozul es el cociente con el que defini-
mos homologia persistente en este capitulo, sin embargo Kozul lo define
para otro tipo de objetos algebraicos y el concepto de persistencia aun
no existia. Ademds Kozul da a los médulos y a los n-ciclos estructura de
médulo graduado semejante a la estructura que damos a la homologia
persistente en la iltima parte de la tesis. [Di. 132-136]

El concepto de persistencia fue utilizado por primera vez en 1990 en el
trabajo de Frosini, Ferri y colaboradores suyos en Italia. En su trababajo
se estudio el concepto de homologfa persistente de grado 0. Posteriormente
en 1999, Vanessa Robins define persistencia para estudiar teorfa fractal
y formas. Y en el ano 2000 Edelsbrunner, Letscher y Zomorodian intro-
dujeron, independientemente, la homologia persistente con un algoritmo
para calcularla.

Antes de definir persistencia en el ano 2000, en 1994 Edelsbrunner
publicé un articulo titulado An incremental algorithm for Betti numbers
of simplicial complexes, éste fue el inicio de la homologia persistente. La
homologfa persistente es la herramienta que se utiliza para el anélisis
de ciclos de dimensién n que aparecen y desaparecen en los distintos
niveles de las filtraciones. Después, en el 2002, Edelsbrunner, Letscher y
Zomorodian publicaron un articulo sobre topologia persistente y a partir
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de ese momento surge el estudio de la persistencia tanto tedéricamente
como computacionalmente.

Posteriormente, en el 2005, Zomorodian y Carlsson introducen el con-
cepto de médulo de persistencia. En 2007 Cohen-Steiner, H. Edelsbrun-
ner, and J. Harer demuestran el teorema de estabilidad para diagramas
de persistencia, el cual justifica hacer estadistica a los datos que se supo-
nen sobre un espacio topoldgico X. El teorema de estabilidad utiliza que
pequenas perturbaciones en los datos inducen pequenas perturbaciones
en la homologfa persistente que se obtendra de ellos.
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IV.1Homologfa persistente.

Dado un complejo de cadenas C', una filtracién es un conjunto de
subcomplejos ordenados C; de C' indizados positivamente. Ademaés sii < j
entonces C; C C; Como trabajamos con un conjunto finito de datos de
los que generamos los A-mdédulos de los complejos de cadenas, obtenemos
un conjunto de Cjs finitamente generado.

Se utilizan supra indices para indicar el complejo de la filtracién en el
que estamos , es decir, se denota con (C*, 9) al i-ésimo complejo de cade-
nas. Asf mismo, al k-ésimo ciclo se le denota con Z, la k-ésima frontera
con Bj y la k-ésima cadena con Cj. Al k-ésimo médulo de homologfa se
le denota con H}. Para entender las definiciones e ideas en éste capitulo
consideremos el siguiente diagrama:

ci-1. i1 O O o Ol -
o Uy — Uy — Ly
1C 1C 1C 1C
. . i . ai . 9
c: - — Ci, At Ci _k, i Bty
1< 1< 1< 1<
) . 6i+11 . ai+1 . 8i+1
citl. ... Cll:i—ll + ClZchl k Clzctll k

4.1 Definicién. Para todo entero positivo p, la p-persistencia del
k-ésimo mddulo de homologia es:

Z
(B, N Z})

Lp __
=

y el k-ésimo nimero p-persistente de Betti de C'" , denotado por ﬁff ,
es el rango de H,”.
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Notemos que como C* C C**?, entonces H,” estd bien definido. Esta
contencién induce una inclusién de C* < C'*? y esta es en cada k-ésimo
médulo, por lo tanto también tenemos una contencién de los elementos

i i i i+p

La férmula que tenemos es similar a la de la homologfa simplicial,
sin embargo aquf se analizan los ciclos de dimensién k en K*? creados
por el subcomplejo K*. Estos ciclos existen en todo complejo K; con
1<) <i+p.

El rango de H,i’p nos da el nimero de clases que estaban en la ho-
mologia 7 y que continidan existiendo en la homologia 7 + p.

Al tener las inclusiones tenemos también un funtor inducido por la
homologia ¢ : H,(C") — H,(C?). que relaciona distintos niveles de la
filtracién. La persistencia de las clases en la homologfa se puede definir
también como H’/ = Im(:*/). Con esta definicién se obtienen las clases
que provienen de clases anteriores en la filtracién. Ademaés de esta defini-
cién también se obtiene el nimero de ciclos de dimensién n que tenemos
que ya existian en la filtracién j y provienen de algin elemento de la
filtracion 1.

4.2 Definicién. Dada una filtracion, parai < j, definimos la (i, j)—homologia
persistente de C, denotada H(C), como la imagen del homomorfismo
inducido por la inclusién ¢ : H,(C*) — H,(C7).

La definicién de la forma 4.1 es como definen homologia persistente
Gunnar Carlson y Afra Zomorodian en Computing Persistent Homology".
La definicién 4.2 es la que utilizan Herbert Edelsbrunner y John Harer
en "Persistent Homology - A Surveyz Afra Zomorodian en "Topological
Data Analysis". La primer definicién es méds cémoda para concluir con
el teorema 5.20, que da estructura de modulo graduado a la homologia
persistente y la definicién 4.2 es méds comoda para ilustrar con cédigos de
barra lo que sucede en las filtraciones.
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Decimos que una clase  de nivel n "nace.*” el tiempo i siy ¢ H.™5(C)
y v es clase en H! (C'). Decimos que la clase de nivel n "muere.® el tiempo
j > i si existe una clase 8 que nace en el tiempo k < i con (9 (3) = 159 ()
o que ("1 () = 0. Es decir, cuando la imagen de dos clases sea la misma,
la clase que persiste es la mas antigua. De esta forma tendremos intervalos
(,7) de los que se obtiene informacién sobre el momento en la filtracion
en la que nace una clase y el momento en el que muere.

En el ejemplo 4.4 se muestran los intervalos de nacimiento y muerte.
Ademss se ilustra cémo se construye un diagrama llamado cédigo de
barras a partir de los intervalos de nacimiento y muerte. Al nimero de
clases que persisten del momento 7 al momento j y que son linealmente
independientes se le llama multiplicidad de (i, 7).

4.3 Definicién. La multiplicidad de grado n del intervalo (i,j) es
i) = g1 gG=Li=l) _ i) 4 i1 donde 899 = dim(H2 (C)) =
dim(.%7 : H:(C) — HI(O)).

En el siguiente ejemplo creamos una filtracién, mostramos los cédigos
de barras de la misma y calculamos las multiplicidades de cada intervalo.

4.4 Ejemplo. La figura a la que le aplicaremos la filtracién es la
siguiente:

Esta figura consiste de tres tetraedros. Los dos tetraedros de la parte
de arriba estédn rellenos y el de abajo es vacio.
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Las siguientes imdgenes ilustran como se crea la filtracién a este ob-

jeto.

Estas son las filtraciones 0,1 y 2. La primer filtracién incluye los vér-
tices {A, B,C, D}, en la siguiente filtracion se agregan los segmentos

{AB,BC,CD} y en la tercera se agregan los segmentos {AD, DB}.

Notemos que en esta filtraciéon se tienen 4 componentes conexas al
inicio y se finaliza teniendo tnicamente una. También empezamos sin
ciclos de dimensién 1 y terminamos con dos ciclos de dimensién 1. Las

siguientes imdgenes muestran las filtraciones 3,4 y 5.
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En estos niveles se agregan los vértices {E, F,G, H} y el segmento
{DC}, con esto se generan 4 componentes conexas y dos ciclos de dimen-
sién 1. En el cuarto nivel se agregan los segmentos { FG,GH, HF'}, con
lo que se genera un nuevo ciclo de dimensién 1.

En la quinta filtracién se agregan los tridngulos {ABD, FGH}. La
imagen en H; del ciclo generado por {AB, BC,CA} y el generado por
{FG,GH, HF} tienen como imagen 0 al ya no ser ciclos de dimensién 1,
entonces asi mueren dos ciclos de dimensién 1. En la quinta filtracién tam-
bién se generan tres nuevos ciclos de dimension 1 al agregar los segmentos
{AE,EC, BE}.

En la sexta filtracion se agregan los segmentos { HE, GE, EF'} generan-
do 3 nuevos ciclos de dimensién 1. Ademds se agregan los tridngulos

{ACD,CDB,DBA}, con estos tridngulos se genera un ciclo de di-
mensién 2 y mueren 3 ciclos de dimension 3.

En la séptima filtracién agregamos los tridngulos { AEC, EC B, EBA},
de esta forma se mueren 3 ciclos de dimensién 1 y nace un ciclo de di-
mensién 2. Para terminar con la filtracién se agrega {ABCD, ABCE},
con estos tetraedros rellenos mueren dos ciclos de dimensién 2 y se agre-
gan los tridngulos { FGE, FHE, HGE}, con lo que mueren tres ciclos de
dimensién 1 y nace un ciclo de dimensién 2.
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Con esta informacién de nacimiento y muerte de clases en distintas
filtraciones veamos el diagrama de barras de Hy, H; y Ho.

El cédigo de barras de Hy es el siguiente:

En este cédigo de barras se observan 4 clases en el primer nivel,
cada clase corresponde a una componente conexa. FEn la segunda fil-
tracién se unen los segmentos { AB, BC, C'A}, entonces la imagen de tres
clases es una clase que representa a la componente conexa formada por
{AB,BC,CA}. D sigue siendo una componente conexa, es decir, una
clase en HZ(C). Luego, en la segunda filtracién la imagen de la clase
de D es igual a la imagen de la clase de A. El anélisis para las demads
filtraciones en andlogo.

Notemos que en este diagrama el rango ﬁé’j de cada inclusién es el
numero de clases que existen antes de ¢ 0 que nacen en i y que contindan
en j. Para calcular las multiplicidades podemos usar esto, o ver cudntas
clases nacen en i y mueren en j. Por lo tanto las multiplicidades son:

0,00 0,1 0,2 3,4 35 3,6
g™ =15 Y =2 0 =15 Y = 2 05 =1y p0 =1
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El cédigo de barras de H; es el siguiente:

En este c6digo de barras se observan los ciclos que nacen y que mueren
en las filtraciones 7 y j respectivamente. Las multiplicidades se calculan
utilizando el cédigo de barras como en el diagrama de H o con la férmula
que se tiene en la definicién. Calculemos algunas multiplicidades de la
segunda manera. 6%5’6) es el nimero de ciclos de dimensién 1 que existian
antes de 5 y que nacieron en 5 y aun persisten en 6, por lo tanto, como
existen 6 ciclos, 555’6) = 6. Con el mismo razonamiento [ g4’7) =0, 555’7) =
0y 654’6) = 3, por lo tanto Mf”” =6 —0—3+ 0 =3, que concuerda con
el nimero de ciclos que nacen en 5 y mueren en 7.

Entonces p™" = 6; pi"” = 1; p* = 1; p*0 = 2 p{*Y =1

6,8
po® =1

y

Finalmente el diagrama de barras de H, se ve de la siguiente forma:

En este diagrama vemos reflejado lo que mencionamos sobre los ciclos
de dimensién dos al generar la filtracién. Tenemos un ciclo que nace en la
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sexta filtraciéon y muere en la octava, otro ciclo de dimensién 2 que nace
en la séptima filtracién y muere en la octava y un ciclo que nace en la
octava filtracién y persiste hasta el infinito.

En este ejemplo observamos la utilidad del cédigo de barras. Este
diagrama ilustra el comportamiento de los datos en la filtraciéon y nos
permite calcular rangos y multiplicidades facilmente.
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IV.2 Médulos de persistencia.

4.5 Definicién[Ch]. Sea T" un conjunto ordenado. Un mddulo de per-
sistencia V' sobre T es una familia indexada de A-médulos {Vy|s € T} y
una familia doblemente indexada de transformaciones lineales {v! : V, —
Vils < t} tales que v! o v" = v! cuando s < r < t. Ademds v! = idy,. Un
modulo de persistencia se denomina finito si cada componente del médulo
es finitamente generado y existe m € T tal que las transformaciones v’
son isomorfas si ¢t > m.

Utilizamos como 7' los niimeros reales o un subconjunto de ellos.

4.6 Definiciéon. El k-éstmo mddulo de persistencia Hj, es la familia
de los k-ésimos médulos de homologia H! junto con los morfismos de
médulos f} : Hj — H™.

El homomorfismo de mdédulo es el inducido por el funtor al morfismo
de las cadenas que generamos a su vez con los simplejos de dimensién k£, as{
que para cada k tenemos una familia de A-mdédulos que estan relacionados
por morfismos inducidos por la inclusién. Entonces H; es un médulo de
persistencia, pues

4.7 Proposicién. Un médulo de persistencia es un funtor que va de
R (como categoria de la recta real) a la categoria de A-mdédulos.

Demostracion. La demostracién se basa en ver a R como la recta
real cuyo inico morfismo es s — ¢ cuando s < ¢. La unicidad del morfismo
corresponde a que todas las composiciones posibles de vf,o ovfo---ouvm
de V; a V} son iguales entre ellas y, en particular, son iguales a v’.

4.8 Ejemplo. La homologfia es un funtor de la categorfa de complejo
de cadenas sobre un anillo A a zMod. Si A = F es un campo los A-
modulos en los complejos de cadena son espacios vectoriales. También
construimos filtraciones que generan distintos complejos de cadenas para
distintos radios ¢ . Aplicando a los distintos complejos de cadena el funtor
de homologia H,( ) obtenemos {H,(C°)| ¢ > 0} y los morfismos de
los médulos de persistencia son los inducidos por el funtor H,( ) a las
inclusiones de los complejos de cadena.
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En el caso de tener un nimero finito de datos tendremos un nimero
finito de complejos de cadena C¢ distintos. Entonces, si tenemos los cam-
bios de complejo en los radios €9 = ig,...,&, = i,, toda la informacién
del médulo de persistencia se puede estudiar en un diagrama finito de la
forma: H,(C*) — H,(C") — -+ — H,(C™).

A continuacién daremos a los médulos de persistencia estructura de
categoria.

4.9 Definicién. Sean U,V dos mdédulos de persistencia. Un homo-
morfismo ¢ : Y — V es un conjunto de morfismos {¢, : Uy — V;|t € R}
tal que ¢,ou’, = viog, para todo s < t. Es decir, que el siguiente diagrama
conmute:

u, “ou
gbsl l¢t
vV, = V

A la categoria de médulos de persistencia la denotaremos como y M od®=).

Los objetos en y Mod®=) son los médulos de persistencia y los homomor-
fismos son los definidos en 4.9. Los médulos de persistencia una familia
de A-médulos y los homomorfismos tales que el diagrama en la definicion
4.9 conmuto, entonces p M 0d®=) es una categoria.

4.10 Definicion. La suma directa W = U @ V de dos mddulos de
persistencia U, V' se define como: W, = U; ® V;, wl = ul & vl.

Diremos que un diagrama de persistencia W es indescomponible si
W =U&®&YV implicaque V=00oU=0.

Dos médulos de persistencia i/, )V seran isomorfos si existen morfismos
¢ € HomU,V) y » € Hom(U,V) tales que ¢vp = 1y, y ¢ = 1y, Para
analizar la topologfa generada por datos esta definicién de isomorfismo
entre modulos graduados es muy rigurosa, ya que en una muestra podemos
tener perturbaciones pequenas en los datos que no son significativas en la
muestra pero algebraicamente si es suficiente para que ya no tengamos un
isomorfismo. Por lo tanto se define una relacién mas débil entre médulos
de persistencia a la que se le denomina intercalados-d. La d nos permite
cuantificar la incertidumbre en los datos.
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4.11 Definicién [Ch. p39]. Sean U/,) médulos de persistencia sobre
Rysead € R. Un homomorfismo de grado ¢ es una coleccién ¢ de mapeos
lineales ¢, : Uy — Vi4s para todo t tal que cuando s < ¢ tenemos que

t t+0 . . . . .
Gyug, = vgy 50, Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

t

U, — [,
o) 1 &,

t+6
s+6
Vere — Vigs

Denotaremos Hom?(U,V) = {homomorfismos U — V de grado 6} y
End®(V) = {homomorfismos ¥V — V de grado d}.

Podemos aplicar dos veces homomorfismos de distintos grados y seguire-
mos teniendo conmutatividad en el diagrama, entonces la composicién
cumple que:

Hom®(V, W) x Hom® (U, V) — Hom (U, ).

El intercalado-d lo definimos en 4.12 de forma categérica, para ello
utilizamos diagramas en la categoria de médulos de persistencia indizados
por (R, <). En (R, <) los objetos son nimeros reales y los morfismos de
a a b consisten de un tdnico morfismo si a < b y es vacio en otro caso.
Para b > 0, definimos 7}, : (R, <) — (R, <) como el funtor dado por
Ty(a) = a + by definimos 7, : Idr <) = T} como la transformacién
natural dada por n,(a) : @ < a+b. Notemos que T,Te = Tyic ¥ N1 = Mpe-

4.12 Definicién [BS pll]. Dadas las categorias D, F' y un fun-
tor G € D®S). Un §—intercalado de F,G consiste de transformaciones
naturales ¢ : F — Gl yv:G = F1j, ie:

Ts

R<) — R — RS)

Fl =% ¢ =% F|
D = D = D

tales que (T5)¢ = Fips y (6Ts10 = Gigs. Si (F,G,6,1) es un
intercalado-0 decimos que F'y G estan d-intercalados.
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Notemos que la existencia de las transformaciones naturales ¢, im-
plica que tenemos el siguiente diagrama conmutativo para todo a < b.

F(a) —  F(b) F(a) — F(a+ 26)
¢(a) | L ¢(b) ¢(a) \ / Y(a+9)
Gla+6) — Ga+9d G(a+9)
Fla+06) — F(b+0) Fla+9¢
Pla) 1 T 4(b) P(a) N\ dla+9)
G(a) — Gl(a) G(a) — G(a + 29)

Ahora adaptemos esta definicién categérica a la categoria de médulos
de persistencia.

4.13 Definicién. Sea 6 > 0, dos médulos de persistencia U,V se
dice que estan &-intercalados si existen morfismos ¢ € Hom’(U,V) y
Y € Hom®(V,U) tales que ¢ = 12 vy ¢ip = 1, es decir que existen
morfismos ¢, : Uy — Viis y ¢ 1 V; — U5 para todo s < t tales que los
siguientes diagramas conmutan:

US u—é> Ut Us @ s+26
R L AN / Vors
Vits v Vits Vits
Usts @ Uits Us+s
v, 1 T | Yo/ N0
Vi U—é> Vi Vs e s+26

En el ejemplo 4.14 generamos una filtracién de un espacio topolégico
utilizando una funcién f. Sea f : X — R una funcién (no necesariamente
continua). Consideremos los espacios de la forma: X' = (X, f)! = {z €
X| f(x) < t} y los morfismos de inclusién: {7}, : X5 — X' s < t}.
Estos obedecen la regla de composicién i o i¥ = if cuando r < s < ¢t
e it es la identidad en X'. A estos conjuntos se les llama filtracién de
subniveles de (X, f) y se denota como X/ Aplicando el funtor de la

sub*
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p-ésima homologfa singular con coeficientes en un campo F', que es un
funtor del espacio topolégico X (triangulando el espacio y obteniendo
los complejos de cadena) a espacios vectoriales. Definimos el médulo de
persistencia V como:

Vi = H(X')
vl = H(i'): H(X®) — H(X")

El conjunto de las H(X") para t € R es un médulo de persistencia
que se denota como H(X? ).

El siguiente ejemplo es el caso en el que se establecié el teorema de
estabilidad por Cohen-Steiner, Edelsbrunner y Harer. Este teorema hace
una relacién entre las distancias de los conjuntos de datos y las distan-
cias ¢ de los intercalados que definimos en 4.12. El ejemplo muestra que
si tenemos dos funciones f, g que estdn cerca, entonces los médulos de
persistencia obtenidos de la filtracién de subniveles serdn gercanos".

4.14 Ejemplo [Ch. p41]. Sea X un espacio topolégico y sean f, g :
X — R tales que || f — g||,, < J. Entonces los médulos de persistencia
H(X'

1 u)s H(XY ) estan d-intercalados. Tenemos las inclusiones:

sub

(X, ) € (X9
(X, 9)" € (X, /)

para todo t, esto induce los homomorfismos:

de grado 9. Como los homomorfismos se inducen funtorialmente por
morfismos de inclusion las relaciones de intercalado se satisfacen.

Continuaremos considerando el caso general en el que los d-intercalados
los vemos como transformaciones naturales, pues de esta forma podemos
utilizar propiedades que trabajamos en la primer parte.
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4.15 Definicién. Sean U y V dos médulos de persistencia. Sid y V
estdn d-intercalados decimos que d(U, V) < §. Con esto definimos d como:

dU,V) =nf{d > 0| U,V estén d-intercalados}
Si para ningtin § > 0 U,V estan d-intercalados definimos d(U,V) = cc.

En el teorema 4.17 se demuestra que esta d es una pseudométrica
extendida.

No podemos decir que es una métrica ya que puede tomar el valor oo
y d(U,V) = 0 no implica que U = V. Para demostrar esto necesitamos
primero demostrar el siguiente Lema, para ello nos es 1itil pensar en los
intercalados como transformaciones naturales.

4.16 Lema [BS p12]. Si los diagramas indexados en (R, <) F, G es-
tén d—intercalados, entonces también estan §'-intercalados para cualquier
5 > 0.

Demostracion. Sea ¢ : FF — Gl y v : G = FTj tales que
(VT5)¢ = Fngs y (¢T5)¥ = G-

Sean §' > 0 y 6 = & — 0. Existe una transformacién natural 7; :
Idgr<y == T1Tj, entonces n;1s : Ts = 1515 = Ty. Por lo tanto
Gnng GTy — GTy.

Definimos ¢ = (G1;T5) .

Por ejemplo para una ¢(a) : F(a) ) G(a+9) raTs{a) Gla+4").

Similarmente definimos ¢ = (Fn;Ts)¥, que aplicado a un a serfa
FnsTs

Da): Ga) 22 Fla+6) ™ Fla+ o)
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Entonces podemos ver que (@T 5,)&5 = F'n,s, en el siguiente diagrama
conmutativo:

Fnys(a) FnsTes(a)
—— —

F(a) F(a+29) F(a+ §+96)
¢la) \, / YTs(a) /YTy (a)
Gla+6) Y Glat

y también tenemos

FnsTsys(a)
-

F(a+d'+90) F(a+20)

Entonces
(@DT&') (a) = (@DT&’)(GU(ST&W(@) =
((FmsTs)v) Ty ) (GnsTs)¢(a)

(s Ts) (s T2 Ts)(a)

(F775T5§EF775T26)(¢T5¢))<G) =

).

(FnsTs)(FnsTas) Fngs(
F7725’(

Por otro lado tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Gla) Y Gat2) Y Glat 6+ )
(a) \ /" ¢T5(a) /" 9Ty (a)
Fla+d) Y pa+ o)

Y también tenemos
Gla+ 8'+8) 1D g 1 28

Entonces
6Ty )ib(a) = (6Ty) (FrsTy)ib(a) =
((GnsT5)0) Ty ) (FnsTs)y(a)
(Gn5T5)(GnsTos¢T5) (a)
(G5 T5)(GnsTas) (¢T5¢)(a)
(G5 T5)(GnsTas)Ggs(a)

Gy

Ol
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4.17 Teorema. La funcién d define una pseudométrica extendida en
cualquier subconjunto de diagramas en D indizados por (R, <).

Demostracién. [BS. p12] La transformacién natural identidad mues-
tra que d(F, F') = 0 para todo diagrama F.

Por la simetria de la definicién de §-intercalados tenemos que d(F, G) =
d(G, F) para todo diagrama F, G.

Resta por demostrar la desigualdad del triangulo. Consideremos los
diagramas F, G, H. Sean a = d(F,G), b=d(G,H) y 6 > 0. Entonces por
el Lema 4.13 y por definicién de infimo F',G estan (a + ¢)-intercalados y
G, H estén (b+ 0)-intercalados.

Sean ¢/ : F' — GTui5, V1 : G = FTls, 01 : G = HTyy;
y it : H = GT,y5.las transformaciones naturales de los correspon-
dientes intercalos. Veamos que componer las transformaciones naturales
nos daré las transformaciones deseadas para el intercalado de F, H.

Sea ¢ = (pNT,ys)p! « F = HTysTors = Hloppios y ¥ =
(I Tpq5)01 - H = FT,15Th5 = FToyp125.
La primera composicién viene del siguiente diagrama:

R,<) =5 R<) 28 (R <)

Fl 2 g 2 gy

La segunda composicién es similar pero con v/, ¢//. Ademds tenemos
también el siguiente diagrama:

R, <) =5 (R<) 28 R<) 28 (R<) =8 (R<)

Fl 2 ¢ & H] & ¢, & Fy

De este diagrama obtenemos que (YT b126)¢ = Fy(4 44405 ¥ similar-
mente (¢Tu1b+26)% = GNy(atpr26)-
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Por lo tanto tenemos que F,G estédn (a + b + 26)-intercalados para
todo 0 > 0. Entonces por ser la distancia el infimo tenemos que d(F, H) <
a+b.L]

Podemos declarar una equivalencia entre F'y G si d(F, G) = 0; obte-
niendo de esto el siguiente Corolario.

4.18 Corolario. Si identificamos los diagramas con d-intercalados con
0 = 0, entonces d es una métrica extendida en el conjunto de clases de
equivalencia.

‘Demostracion. Al tomar la clase de equivalencia obtenemos que
d(F,G)=0 < F=G.0O

Aplicando esto a la categoria de médulos de persistencia notemos que
los d-intercalados nos permiten definir una pseudométrica extendida (o
aplicando la relacién de equivalencia tenemos una métrica extendida) qué
nos da informacién sobre que tan cercanos a ser isomorfos son dos médulos
de persistencia.

Si tenemos una pequena perturbacion en los datos obtendremos mé-
dulos de persistencia distintos, con esta métrica podemos medir qué tan
distintos son los mdédulos de persistencia que obtenemos. Ademdas como
los médulos de persistencia los obtenemos de los simplejos generados por
los datos y las filtraciones, podemos pensar que si tenemos dos médulos
de persistencia generados por datos ligeramente perturbados obtendremos
modulos de persistencia con un d—intercalado con ¢ pequeno. De hecho,
Chazal en el articulo citado [Ch] demuestra esto y le llama Teorema de
estabilidad.

La siguiente proposicién nos da informacion sobre lo que le sucede a la
metrica de los d-intercalados al aplicar un funtor. En esta tesis trabajamos
con la homologfa, y al ser la homologfa un funtor obtenemos informacién
que justifica el uso de la misma en el anélisis topoldgicos de datos, pues
se obtiene ciera estabilidad en la métrica.
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4.19 Proposicién. Sea F,G : (R, <) — Dy H: D — E.Si F
y G estdn d-intercalados, entonces también lo estan HF' y HG. Es decir
d(HF,HG) < d(F,G).

Demostracién. Supongamos que F' y G estan d-intercalados.

Sean ¢ : F' = GT5y¢ : G = F'Tj las transformaciones naturales
correspondientes.

Por ser H un funtor tenemos que Hp : HFF — HGTs y Hv
HG = HFT;, y en el siguiente diagrama vemos que (HyTs)(H¢) =

(HF)nys y (HoTs)(Hy) = (HG),,,

Ts Ts

R, — RS — R
F| =% ¢ =% F|
D = D = D
H| H| H|
E = E = E

Por lo tanto HF' y HG estén d-intercalados. [J

El hecho de que podamos aplicar funtores y mantener la distancia es
importante al trabajar con los médulos de persistencia que se generan
con los datos. Al analizar los datos hay funtores que nos dan informacién
sobre los mismo, si sabemos que preservamos una distancia menor a o
al aplicar un funtor podemos confiar en la informacién que obtenemos y
aplicarla a los datos.
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Parte V
Modulos graduados.

5.1 Definicién. Un anillo A se denomina anillo graduado (o Z-
graduado) si existe una familia {A,, },cz de subanillo A tales que:

(i) A=A, (con A, grupos abelianos)
(ii)) A, Ay € Ayisn para todo n,m € Z.

Un anillo graduado A se le denomina anillo no-negativamente gradu-
ado (o N—graduado) si A,, = 0 para todo n < 0. A un elemento = € A,
distinto de cero se le denomina elemento homogéneo de A de grado n.

5.2 Definicién. Un morfismo de anillos graduados es un morfismo
de anillos que preserva el grado.

5.3 Proposicién. Si A = P A,, es un anillo graduado, entonces Ag
es un subanillo de A, 1 € Ay y A,, es un Ag-médulo para todo n.

Demostracion. Ay- Ay C Ag y Ag es cerrado bajo la suma, entonces
Ay es un subanillo de A.
Veamos que 1 € Ay : A es un anillo, entonces 1 € A = @ A, por

lo tanto 1 = > x, con x, € A, y z; # 0 para una cantidad finita de 7.
Entonces x; = 1-2; = (> x,) - = > x, - x;. Ademds por la propiedad

n
universal de suma directa y al ser A un anillo graduado tenemos que al
comparar grados z; = x;zq Vi. Entonces o = 1-xg = > 2,20 = > x, = 1.
n n

Por lo tanto 1 = x¢ € Ag.
Ao - A, C A, para todo n, por lo tanto A,, es un Ag—mddulo.[]

5.4 Ejemplo. Todo anillo A puede ser visto como un anillo graduado
con Ag = A y A, =0 para todo n # 0.
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5.5 Ejemplo. Sea A un anillo y x4, ..., 2, indeterminadas sobre A.
Para m = (mq,...,m,) € N% sea 2™ = 27" ---x4'". Entonces el anillo
de polinomios S = Alxy,...,z,] es un anillo graduado en el que S5, =

{> roa™| 1 € Ay aymy + ... + aym, = n} define la graduacién en
meNY
S. Particularmente podemos ver esto en anillos de polinomios en los que

A = F es un campo. F[z] es un anillo graduado. F[z] = @ 2’ - F, donde
i=0

cada z' - F' = {cx'|c € F}. La multiplicacién de polinomios obedece la
regla en la que el grado del producto de dos monomios es la suma del
grado de sus factores.

5.6 Definiciéon. Un subanillo S de A es un anillo subgraduado si
S = > (A, NS). Equivalentemente se dice que S es subanillo graduado

n
de A si para todo a € S todos los componentes homogéneos de a (como
un elemento de A) estdn en S.

5.7 Ejemplo. Sea k un campo, entonces F[z% zy, y?] es un subanillo
graduado de Fz,y].

5.8 Definicién. Un ideal graduado en un anillo graduado A es un
anillo bilateral I C A con I =@ 1, con I, = I NA,.

5.9 Proposicién. Sea I un ideal graduado en un anillo graduado A.

Entonces % es un anillo graduado en el que cada graduacion es (%)n =
Ap+] A _ My An
(%4). Ademds 7 = P 7=

Demostracién. A, e I son grupos abelianos, entonces también lo es
A, +1 y por lo tanto también lo es ( ””) para todo n. Sea x,+i € A, +1
y Tm +J € Ay, + I, el producto de ambos es z,x,, + T,i + TpJ+ 0 ¥
Tnt, Tmj, 1] € 1. Como cada factor debe ser cociente con I, el producto
también debe ser cociente con I, entonces z,x,, + k € ( )n+m para algin

kel
. . A _ Ant]D) ~
Por el segundo teorema de isomorfismo para anillos 7 = @ =4~ =

n

@ A 1’% y por definicién de ideal graduado (I N A,,) = I,,, por lo tanto

=D

n
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5.10 Proposicién. Un ideal bilateral I C A es graduado si y sélo si
es generado por elementos homogéneos.

Demostracién. Todo ideal graduado es de la forma I = € I,,, asi

n
que es generado por U, I,. Pero cada I, = INA,, C A,, es un subconjunto
de un conjunto de elementos homogéneos, asi que [ esta generado por
elementos homogéneos.

Supongamos que [ es generado por un conjunto A de elementos ho-
mogéneos. Para demostrar que I es graduado debemos demostrar que

ICEPHUINA,), puess BUINA,) CT.

Como I es generado por A tenemos que para u € [ u = > r;a;s;
i
para r;,s; € Ay a; € A. Como I C A tenemos u = Y u, con u, € A,.
n
Queremos demostrar que u,, € I (asi u, € I NA,).

Para cada término en u = ) r;a;s; sabemos que r; = > r;; y §; =
i J
> sik. donde cada 7; j, s; es homogéneo. Entonces u = Y > 70,85 y
k i gk

cada término en esta suma es homogéneo al ser producto de elementos
homogéneos. Entonces u,, es la suma de los términos r; ja;s;; que hacen

a u de grado n, asf que u,, € I como se quiere. [

5.11 Definicién. Sea A = @ A,, y M un A-médulo. Decimos que M

es un A-mddulo graduado por G, con G un conjunto ordenado, si existe
una familia de subgrupos {M, },c¢ de M tal que
(i) M= & M, (como grupos abelianos)
neG
(ii)) A, - M,, € M+, para todo m,n € G.
Siue M —{0} y u=u + -+ u; donde u;, € A;;, — {0}, entonces
Uiy, - .., U, se les denomina componentes homogéneos de w. Consider-
aremos como G =R o G =Z.

5.12 Definicién. Sea M un A-médulo graduado por Gy g € G. Defin-
imos M trasladado por g como M(g) = M como A-médulos y para h €
G M(g)n = My4p. como médulo graduado Entonces M (g) = SpeaM (g)h.
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A partir de este momento consideramos a G = Z.

5.13 Definicién. Sean M, N dos A-médulos graduados.
(i) Un homomorfismo f: M — N de A-médulos graduados es
un homomorfismo de A-médulos tal que f(M,) C N,, para
todo n € Z.
(ii) Un morfismo f: M — N de A-médulos graduados es un
homomorfismo de A-médulos de grado 0.

Notemos que en la definicién 5.13 no es lo mismo homomorfismo que
morfismo de A-mdédulos graduados. Utilizando la definicién de morfismo
de A-médulos graduados obtenemos la categoria de A-mdédulos graduados,
a esta categorfa la denotamos AZ-mod [KM. p15].

5.14 Definicién. Dada una coleccion {M;|i € I} de A-mdédulos
graduados, definimos la suma directa como el A-médulo graduado N =
@icrM; con la graduacién N, = @;(M;),.

5.15 Proposicién. Si { M, };c es una familia de A-médulos graduados
entonces N = @;c;M; es un A-mdédulo graduado.

5.16 Definicién. Un A-médulo graduado M es un A-mddulo graduado
libre si existe una coleccién de enteros {n;|i € I} y un isomorfismo

d:DAMn) — M

i€l
de A-médulos graduados.

5.17 Definicién. Una coleccién de elementos homogéneos M = {m; €
M]i € I} es linealmente independiente sobre A si para toda relacién lineal
de la forma ) a;m; = 0, con a; homogéneo, a; = 0 para todo i.

5.18 Proposicién. Sea M un A-médulo graduado, entonces M es
libre si y sélo si es generado por una coleccién linealmente independiente
de elementos homogéneos.

Demostracion. Se sigue de las definiciénes 5.17 y 5.16 inmediatamente.[]
5.19 Proposicién. Sea F' un campo. La categoria de espacios vec-

toriales indexada en (R, <) (F-médulos persistentes) es isomorfa a la
categoria de F'[t]-médulos graduados finitos.
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Demostracién. A cada diagrama U € pMod®%=) podemos asignar
un F[t]—moédulo graduado finito M, donde para cada k € Z, My, = U(k)
yparaun a € My, t-a=F(k <,k+1)(a).

Para cada F[t]-médulo graduado finito M, podemos asignar el dia-
grama U € pMod®=) dado por F(k) = M, cuyos morfismos son gener-
ador por F(k <k+1)(a) =t-a paraa € F(k).

La composicién de ambos funtores es igual al funtor identidad. [J

En el capitulo anterior definimos el k-ésimo médulo de persistencia
como un médulo de persistencia. El médulo de homologia lo obtenemos
de complejos de cadenas generados por una cantidad finita de datos y
tenemos que cada elemento en el complejo es de tipo finito. Ademaés ya
notamos que tenemos una cantidad finita de cambios en la homologia,
por lo tanto existe un k € Z tal que f} : Hi — Hi™' son isomorfismos
para todo 7 > k.

Entonces al k-ésimo médulo de persistencia podemos darle estructura
de médulo graduado sobre un anillo de polinomio F[t] :

Hy. = @ H|,
=1

donde la accién de ¢ estd dada por ¢ - (> o0, m') = o0, fi(m') para
cualquier m' € H!. Es decir, la accién de ¢ traslada el grado en un ele-
mento en uno, por lo tanto la accién del anillo de polinomios conecta las
homologias de los distintos complejos en las filtraciones.[]

Con esto obtenemos el teorema central que nos da informacién so-
bre la persistencia y estructura del espacio topolégico sobre el que estdn
muestreados los datos.

5.20 Teorema. Sea M un F'[t]-médulo graduado finito entonces
nm m % [t
M = @1 t“Flt] @ (D thH

J=1

)

Demostracién. Sean {b;} los generadores homogéneos del F'[t]—médulo.
Sea F'[t]™ el médulo graduado libre de grado n con la graduacién estdndar
y la base {e;}.

Definimos el homomorfismo de médulos ® : F[t|* — M tal que
®(e;) = b;. Como los {b;} generan a M esté es un morfismo suprayectivo



82

y por el primer teorema de isomorfismo tenemos kir[ig) = M. Como F[t]"
es un maédulo libre sobre un anillo de ideales principales de rango finito y
ker(®) es un submédulo de F[t]™ tenemos que ker(®) es libre y de rango
m < n, ademds existe una base {y;} de F[t]" tal que a1y1, @ays, . - ., XnYm

es una base de ker(®), con «o; € Ft].

Tenemos también que («;), donde («;) es el ideal generado por «;, con
1 < i < m son ideales en F'[t] y como es un anillo de ideales principales,
estos ideales son de la forma ¢".

Ahora definimos un homomorfismo suprayectivo W :
de; de;
U Pty @ Fltle © ... 6 Flitly, — “lle “2lle g
M @ (nén tdeg(mer’i)F[t])
i=1

(am)

que mapea;:

(61y17 62y27 o 76mym)
= (61 IIlOd(O[l), 62 mOd(O-/?)’ s >ﬁm mOd(am)7 6m+17 s ’/Bn)

Notemos que " es una n-traslacién del grado.

El ker(¥) es Fltla1y1 @ ... & F[t]amym que es isomorfo al ker(®), por
lo tanto la imagen de ¥ es isomorfa a M :

n—m m tdeg(yi)F t
M = EB tdeg(ym+i)p[t] D (EB —H)
i=1 j=1 (Oéz')

Con esto queda demostrado el teorema.[]

5.21 Teorema. Sea F' un anillo y Hj, el médulo graduado sobre un
anillo de polinomios F'[t]. Entonces:

~ X a; T bj F[t]
He = (@()F1H) © (D ()

donde M, N € Z* y a;, bj, ¢; son potencia enteras de t.

Demostracién. El médulo Hy es un F'[t]—mdédulo finito. Como F es
un campo tenemos que F[t] es un anillo de ideales principales, entonces
‘H;. es médulo graduado finitamente generado sobre un anillo de ideales
principales. El teorema estructural para mdédulos finitamente generados
sobre anillos de ideales principales dice que H;. se puede descomponer en
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una suma directa de la parte libre y la parte de torsién y el teorema 5.20
dice esto para médulos graduados.

El componente libre estd compuesto de los anillos graduados de la
forma @;>,t' - F, que son isomorfos a los ideales de la forma (¢9).

Las componentes de la parte de torsiéon consisten de los anillos grad-
uados, como los de los componentes libres, modulados por sus ideales
graduados. Por la proposicién 5.9 (ideal bilateral es generado por ele-
mentos homogéneos) y 5.10 (sobre la estructura y como estd formado
un cociente de modulo por un ideal), los ideales graduados son ideales
homogéneos de la forma (7).

Entonces tenemos que el teorema estructural nos queda de la forma

e = (@) Fl1) & (@ 9 ).

i=1

Las potencias nos dan informacién de la persistencia de las propiedades
topoldgicas del k-ésimo mdédulo de persistencia, que a su vez nos dan in-
formaciéon de las caracteristicas de la topologia de las filtraciones. Los
enteros a; y b; nos dicen el complejo en el que se representa cuando nace
un ciclo de dimensién k y los nimeros ¢; nos dicen cuando un ciclo, que
habfa aparecido en la filtracién b;, desaparece. La persistencia del agujero
que aparece en b; y desaparece en ¢; es b; — ¢;, con ésto formalizamos la
construccién de los c6digos de barras, ya que tenemos una caracterizacién
de los médulos en la que vemos la persistencia, el nacimiento y la muerte
de las clases. La parte libre nos da informacién de ciclos que aparecen en
un indice a; y nunca desaparecen.

El teorema 5.21 y el teorema 5.20 nos da la estructura del médulo
graduado que a su vez nos da la estructura del modulo de persistencia y
esta nos da caracterfsticas sobre el espacio topolégico sobre el que estamos
trabajando, pues los valores a;,b; y ¢; nos proporcionan la informacién
de todos los ciclos de grado k y como van apareciendo y desapareciendo
conforme avanzamos en la filtracién. Con esta informacién podemos ver
sobre que tipo de topologia tenemos los datos.

Ademads del teorema que caracteriza a los mdédulos de persistencia
definimos los intercalados como una métrica del espacio; con esto se justi-
fica el andlisis topolégico de datos utilizando los complejos y la homologia
que se genera, pues utilizando esto y una medida llamada "medida de
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Hausdorff" para los datos se demuestra un teorema de estabilidad que
permite hacer estadistica al acotar el error entre los datos y en los resul-
tados obtenidos por este método.
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